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dziedzina danego zagadnienia roézniczkowo - catkowego

macierz B

element m,n macierzy B

wektor w przestrzeni R"

n-ty element wektora x

operator w przestrzeni Lo

funkcja (wektor) w nieskonczenie wymiarowej przestrzeni Hil-
berta.

przyblizenie funkcji f.

funkcja zalezna od wspoétrzednej x

funkcja zalezna od potozenia w wielowymiarowej przestrzeni eu-
klidesowej.

n-ta funkcja (wektor) z ustalonego zbioru

zwigzane z kierunkiem x lub sktadowg x

dowolny z indekséw odnoszacy sie do £.

iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta

inne oznaczenie iloczynu skalarnego, gdzie wymagane jest
uproszczenie zapisu

Wersory r, y i z

transformata Z

zbior liczb catkowitych

rzad doktadnosci

przestrzen Euklidesowa N - wymiarowa

fizyczne

predkosé $wiatta

przenikalnosé elektryczna

przenikalnos¢ magnetyczna

przewodno$é elektryczna

przewodno$¢ magnetyczna

sktadowa i, przenikalnodci elektrycznej lub magnetycznej
macierze materialowe zdefiniowane dla siatki Yee

czestotliwose



Vi £a5L050Wwanic ImMetod pProjercjl w aigorytmactt rOoZnicCowycri CliCkLrodynarmikl ODHCZETNITOWC)

Symbole zwigzane z rozwazanymi zagadnieniami

P™(x) - wielomian Legendre’a m-tego stopnia

On - delta Kroneckera

o(x) - delta Diraca

w - wektor testujacy

v - wektor bazowy

\% - macierz projekcyjna reprezentujaca przestrzen bazows lub prze-
strzen probek pola elektrycznego

\%% - macierz projekcyjna reprezentujgca przestrzen testujacag lub
przestrzen probek pola magnetycznego

A - operator dyskretny drugiego rzedu (Laplasjan)

D - operator dyskretny pierwszego rzedu (pochodna)

R - macierz rotacji

C - unormowana macierz rotacji

1 - Macierz jednostkowa

Iy - Macierz jednostkowa M x M

IL,9A - macierze uzyskana metods projekcji Rayleigha-Ritza w prze-
strzeni dyskretnej

‘L - macierz uzyskana metoda projekcji Rayleigha-Ritza w prze-
strzeni ciggtej

d - przesuniecie miedzy siatka pierwotna a dualng

E - pole elektryczne

H - pole magnetyczne

H, - wybrana sktadowa pola elektrycznego

F - pomocnicze pole wektorowe

diag(A) - macierz diagonalna, zawierajaca tylko gtéwna przekatna A

by - odnoszace si¢ do falki Battle-Lemarie

Ly - odnoszace sie do wielomiandéw Legendre’a

hy - odnoszace sie do falek Haara

At - krok czasowy symulacji

Wykaz skrotow

FD - Metoda Roznic Skonczonych

FDTD - Metoda Roznic Skonczonych w dziedzinie czasu

FDFD - Metoda Réznic Skonczonych w dziedzinie czestotliwosci

MRTD - Metoda czasowa wykorzystujaca falki

PEE - Czesciowe rozwiniecie w funkcje whasne (partial eigenfunction
expansion)

DPEE - Czedciowe rozwinigcie w funkcje wlasne uzyskane metoda dys-
kretnej projekcji

FEM - Metoda Elementéw Skonczonych

TWT - Trawelling Wave Tube

HAAR / - Odnoszace sie do falek Haara

Haar

POLY - Odnoszace sie do wielomianéw Legendre’a
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iteracji na sekunde

liczba niezerowych elementéw w macierzy
Metoda dopasowania rodzajow

Liczba mnozen macierz - wektor

Mega (10e6)

kilo (10e3)

wzgledny

Nie wprowadza si¢ specjalnego rozréznienia miedzy funkcja skalarng zalezng od zmiennych

przestrzennych a polem wektorowym. W obu przypadkach stosuje sie do nich formalizm
przestrzeni Hilberta. Jesli konieczne jest podkreslenie faktu, ze dana wielkos¢ jest polem
wektorowym, zaznaczone jest to przez podanie sktadowych. Podobnie, jesli nie jest to ko-

nieczne, oznacza sie¢ f nie podajac argumentow.
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Techniki przyblizonego rozwiazywania zagadnien poczatkowych i brzegowych prawdo-
podobnie powstaly wraz z narodzinami wspotczesnej fizyki, opartej na rachunku rézniczko-
wym i catkowym. W kazdej dziedzinie istnieje bowiem skoniczona liczba problemoéw, ktore
mozna rozwigzaé analitycznie, zas takich, ktére wymagaja uzycia metod przyblizonych jest
nieskonczenie wiele. Zagadnienia elektrodynamiczne nie odbiegajg od tego schematu. Ist-
nieje pewna klasa struktur/konfiguracji jak jednorodne falowody, promieniowanie dipola
Hertza, proste uktady tadunkéw, dla ktorych znane sg doktadne rozwigzania. Nie mozna
niedoceni¢ ich znaczenia praktycznego, na takich bowiem rozwigzaniach opiera si¢ intuicja
inzynierska, ktora pozwala tworzy¢ nowe uktady i znajdowa¢ dla nich zastosowania. Jednak
nawet najprostsze wydawaloby si¢ zagadnienia, jak cho¢by znalezienie rozktadu tadunkéw
na elemencie przewodzacym innym niz sfera wymaga uzycia metod przyblizonych. Histo-
rycznie do metod takich nalezaly metody wariacyjne [11,31] oraz metody projekcji. Mozna
przyjac¢, ze projekcje jako metode dyskretyzacji i rozwigzania przyblizonego zagadnien fi-
zycznych opisywanych réwnaniami rézniczkowo-catkowymi, zaczeto stosowaé pod koniec
XIX wieku, pod wpltywem pionierskich prace Rayleigha, Bubnowa i Galerkinal. Metody
te, pierwotnie nierozerwalnie zwigzane z rachunkiem wariacyjnym, daty podstawy technice
rozwini¢tej pézniej jako Metoda Momentow.

Rozwdj techniki bardzo wysokich czestotliwosci, stymulowany oczywiscie zapotrzebo-
waniem przemystu wojennego, nie mogtby mieé¢ miejsca bez zastapienia czy bardziej uzu-
pelnienia opisu polowego opisem obwodowym w latach 40-tych XX wieku [78]. Pozwolito to
na uzycie znacznie bardziej zaawansowanego w owym czasie aparatu teorii obwodow, w tym
bardzo dobrze rozwinietych metod syntezy [109]. Tworzenie obwodowych schematéw za-
stepczych dla probleméw polowych wymuszato ograniczenie klasy projektowanych struktur,
do takich, gdzie osiggalne byly rozwiazania analityczne doktadne, jak falowody cylindrycz-
ne, badz rozwigzania przyblizone byty tatwo osiggalne, jak np. przegrody indukcyjne badz
pojemnosciowe. Pomimo wydawatoby sie ograniczonych mozliwosci projektowych, konstru-
owano bardzo zlozone systemy, do jakich z pewnoscig nalezaty radiolinie taczace wigksze
miasta w USA [118]. Pomimo coraz bardziej zaawansowanych metod analizy, modelowanie
obwodowe wcigz jest istotnym elementem inzynierii mikrofalowe;j.

Rozwéj szybkich 1 wydajnych komputeréw (warto na marginesie zaznaczy¢, ze juz w
roku 1984 [98] pisano, ze déwczesne mozliwosci komputeréw pozwalaja skupi¢ si¢ na zagad-
nieniach polowych bez koniecznosci tworzenia modeli zastepczych) zapoczatkowato nowa
tendencje w projektowaniu uktadéw mikrofalowych - analize petnofalowa, czyli bezposred-
nie rozwigzanie réwnan zastepuje tworzenie modeli obwodowych. Takie podejscie wymaga

'Rayleigh, J. W. ”In Finding the Correction for the Open End of an Organ-Pipe.”,1870
Ritz, W. ”ber eine neue Methode zur Lsung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik.”
1908, zrédlo: http://mathworld.wolfram.com

IX
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uzycia znacznej mocy obliczeniowej, pozwala jednak radykalnie poszerzy¢ klase projekto-
wanych uktadéw. We wspoélczesnych aplikacjach, coraz czesdciej wykorzystuje sie zjawiska
polowe trudne lub niemozliwe do zamodelowania metodami obwodowymi, jak choé¢by fil-
try dwumodowe [1]. Coraz czesciej takze, metody syntezy silnie rozwiniete po II wojnie
Swiatowej [80,109] wspomagane sa optymalizacja, co z kolei stymuluje rozwéj metod ana-
lizy elektromagnetycznej. Od metod petlnofalowych zaczyna sie wymagaé wigc nie tylko
doktadnosci, uniwersalnosci ale takze szybkosci umozliwiajacej optymalizacje projektowa-
nych uktadow. Obecnie wysitek badawczy skierowany jest na podniesienie wydajnosci me-
tod petnofalowych przy jednoczesnym zachowaniu ich uniwersalnosci i doktadnosci.

Poszukiwanie przyblizonych rozwigzan probleméw fizycznych opisywanych réwnaniami
rozniczkowymi liniowymi z uzyciem komputeréw mozna podzieli¢c na dwa etapy: pierw-
szy polega na przeksztalceniu zagadnienia definiowanego w przestrzeni ciggtej do réwnania
macierzowego, etap drugi stanowi jego rozwiazanie. W zaleznosci od wybranej metody
dyskretyzacji, liczba zmiennych opisujgca to samo zagadnienie fizyczne moze réznié¢ sie na-
wet o kilka rzedoéw wielkosci. Mozna zaobserwowaé ogdlng prawidtowosé, ze przygotowanie
malego, w sensie liczby zmiennych, problemu wymaga duzych naktadéw obliczeniowych
i odwrotnie, problem duzych rozmiaréw mozna zdefiniowaé¢ stosunkowo prosto. Roznica
pomiedzy dwoma podejsciami jest taka, ze o ile rozwigzanie problemu dyskretnego doko-
nywane jest z uzyciem komputera, o tyle jego zdefiniowanie wymaga czesto przeksztatcen
analitycznych, wiedzy dotyczacej spodziewanej postaci rozwigzania, ponadto, co jest bo-
daj najwazniejsze, niewielka zmiana analizowanej struktury wymaga¢ moze pracochtonne-
go przeformutowania problemu. W miare rozwoju mozliwosci obliczeniowych komputerdw,
przy jednoczesnym spadku ich ceny mozna zaobserwowaé ewolucje uzywanych w elektro-
dynamice metod numerycznych. Stopniowo odchodzi si¢ od metod wymagajacych duzego
zaangazowania na etapie konstrukcji problemu dyskretnego w strone algorytmoéw, w ktérych
koszt numeryczny jego budowy jest maty, badZz zaniedbywalny. Metody takie sa bardziej
uniwersalne w tym sensie, ze tatwo jest analizowaé struktury o dowolnej geometrii, czy do-
konywa¢ ich optymalizacji. Ceng za wygode i uniwersalnos¢ algorytmu jest ogromna liczba
zmiennych konieczna do opisania problemu, a co za tym idzie, jego rozwigzanie wymaga
uzycia znacznych zasobow obliczeniowych. Z drugiej strony podejscie takie stymuluje za-
rowno rozwoj komputeréw jak i algorytmow uzywanych do operacji macierzowych. Zaleta
takiego podejscia jest to, ze rozwdj np. szybkich metod rozwigzywania roéwnan liniowych
pozadany jest w wiekszosci dziedzin fizyki i techniki, nie tylko elektrodynamice obliczenio-
wej, w przeciwienstwie do waskich problemoéow $cisle mikrofalowych. Innymi stowy, warto
pracowa¢ nad zagadnieniami majacymi mozliwie najszersze zastosowanie [92].

W tym kontekscie nie powinien zaskakiwaé fakt, ze wsréd wspotczesnie stosowanych
metod obliczeniowych popularno$é zdobywa Metoda Réznic Skonczonych. Dyskretyzacja
zagadnienia ciggltego odbywa si¢ w niej praktycznie zerowym kosztem, mozliwa jest analiza
dowolnych geometrii, a jej implementacje pozwalajg na analize zagadnien opisanych kilko-
ma milionami zmiennych nawet typowym na komputerze klasy PC. Oczywiscie, otrzymanie
doktadnego wyniku wigze sie z duzym czasem obliczen, jednak rozwinieto wiele modyfika-
¢ji metody pozwalajacych przyspieszy¢ analize zachowujac jednoczesnie podstawows ceche
metody, jaka jest fatwos¢ implementacji i uniwersalnosé. Metody poprawy wydajnosci Me-
tody Roznic Skonczonych podzielié mozna wedtug réznych kryteriow. Wyrdznié mozna
algorytmy poprawy doktadnosci (mozna uzyé¢ mniej zmiennych aby otrzymaé wymagana
dokladno$é) [9,85], oraz zmniejszenia rozmiaru problemu [14,19,62,68]. Mozna takze po-
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dzieli¢ je na wymagajace przeformutowania problemu ciaglego [19,68], lub modyfikujace
istniejacy juz operator dyskretny [54,62]. Mozna tez wyrézni¢ metody z wykorzystaniem
znanych a’priori wlasnosci rozwiazania [19,68,113] lub dziatajace w sposéb automatycz-
ny [4,99]. Przy tak okreslonych podziatach, koncepcje dyskutowane w niniejszej pracy
mozna zakwalifikowaé jako zwigzane z redukcjg rozmiaru problemu wykorzystujac znane
a’priori wlasnoéci rozwigzania poprzez modyfikacje problemu dyskretnego.

Tezy pracy

W niniejszej pracy dyskutowane sg metody wykorzystania rzutowania Rayleigha-Ritza
w przestrzeni R" do poprawy wydajnosci Metody Roéznic Skonczonych. Metoda ta, ja-
ko sposob dyskretyzacji problemu ciggtego charakteryuje si¢ znikomym kosztem budowy
macierzy problemu, ponadto macierz ta ma bardzo regularna strukture. Utatwia to budo-
we podprzestrzeni rzutowych w oparciu o fizyczne wlasnosci rozwiazania. Sama koncepcja
rzutowania w przestrzeni R" jest szeroko wykorzystywana miedzy innymi w iteracyjnych
metodach rozwiazywania réwnan i zagadnien wlasnych [4,94], czy tez algorytmach zwiaza-
nych z redukcja rzedu modelu [14,52,99]. We wszystkich jednak przypadkach podprzestrzen
w ktorej rozwigzywany jest wyjsciowy problem macierzowy budowana jest w oderwaniu od
fizycznych cech rozwiazania, a jedynie w oparciu o wtasnosci samej macierzy. W niniejszej
pracy zaproponowana jest odmienna koncepcja, polegajaca na niezautomatyzowanej budo-
wie podprzestrzeni, w oparciu o fizyke opisywanych zjawisk. Zasadnicza cze$¢ pracy jest
poswiecona tworzeniu takich podprzestrzeni. Przy takich zatozeniach mozna sformutowaé
nastepujace tezy:

e W oparciu o znane a’priori wlasnosci rozktadéw pola mozna zdefiniowaé¢ podprze-
strzen, w ktorej rozwigzanie problemu elektromagnetycznego, pierwotnie zdefiniowa-
nego w oparciu o Metode Réznic Skoniczonych bedzie efektywniejsze, uwzgledniajac
wszystkie parametry wptywajace na wydajnos¢, czyli zaréwno ilo$¢ zmiennych jak i
gestos¢ macierzy problemu czy zbieznosé solveréw iteracyjnych.

e Liczba zmiennych w analizie Metoda Réznic Skonczonych jest nadmiarowa i mozna
ja zredukowaé¢ metodami projekcji bez utraty doktadnosci.

e Metody projekcji w przestrzeni euklidesowej pozwalaja zdefiniowaé ogdlny mechanizm
konstrukcji algorytméw hybrydowych FD-MRTD/PEE.

Zakres pracy

Prace rozpoczynaja dwa rozdzialy majace na celu przedstawienie kontekstu matema-
tycznego w jakim nalezy widzie¢ proponowane algorytmy. W pierwszym rozdziale przed-
stawiona jest Metoda Roéznic Skonczonych. Celem tego rozdzialu jest prezentacja rzadko
wykorzystywanego w praktyce opisu macierzowego metody, tylko bowiem w takim forma-
lizmie mozna w spdjny sposob zaprezentowaé rozwigzania bedace tre$cig niniejszej pra-
cy. Rozdzial drugi ma na celu przyblizenie metod numerycznych bazujacych na projekcji
Rayleigha-Ritza. Klasycznym przykitadem jest tu oczywiscie Metoda Momentoéw, jednak
gtownym zatozeniem rozdziatu jest prezentacja metod siatkowych jak i iteracyjnych me-
tod rozwiazywania rownan we wspélnym formalizmie przestrzeni Hilberta. Rozdziat trzeci,
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dotyczacy prezentacji oryginalnych rozwigzan, opisuje réwnowaznos¢ miedzy rzutowaniem
operatorow rozniczkowych w przestrzeni cigglej i operatora dyskretnego definiowanego w
Metodzie Roznic Skonczonych. Réwnowaznosé ta pozwala uzyskiwaé inne metody siatko-
we poprzez rzutowanie w R"™ operatora réznicowego. Zapis macierzowy i sformutowanie
problemu w przestrzeni skonczeniewymiarowej pozwala w tatwy sposob sformalizowaé lo-
kalne modyfikacje metody, prowadzace w efekcie do definiowania algorytméw hybrydowych,
ktorych omoéwienie konczy rozdziat trzeci. Rozdzial ostatni zawiera przyktady analiz wy-
branych struktur mikrofalowych w uzyciem opisanych wczesniej metod. Ze wzgledu na
charakter prowadzonych prac sg to przewaznie struktury definiowane w cylindrycznym
uktadzie wspotrzednych.

Na zakonczenie wstepu warto jeszcze przedstawi¢ kontekst, w jakim proponowane w
pracy rozwiazania byly rozwijane. W pierwszej kolejnosci dyskretna projekcja miata by¢
alternatywnym sposobem rozwiniecia w funkcje wtasne PEE [68] w falowodzie prostokat-
nym [47], zapewniajacym tatwe taczenie dziedziny PEE i réznic skonczonych. Projekcja
dyskretna pozwolita na budowe operatora dla metody hybrydowej w postaci jawnej, co
utatwialo obliczenia w dziedzinie czestotliwo$ci i rozwiazywanie probleméw wlasnych. Jak
bedzie to dyskutowane w rozdziale 3, wszystkie cechy sformutowania cigglego bezposrednio
przenosza sie do przestrzeni dyskretnej. Oczywiscie bazy zbudowane w oparciu o funk-
cje harmoniczne, jakkolwiek znaczaco poprawiaty wydajno$¢ nie wyczerpywaty wszystkich
mozliwosci. Projekcja w R™ dopuszcza rozwigzanie problemu wtasciwie w dowolnej pod-
przestrzeni, zatem nalezato rozwiazac¢ problem - ktore z tych przestrzeni sg warte stosowania
w elektrodynamice. Pierwsze proby dotyczyty lokalnego rozrzedzania siatki - czyli sformu-
towania sprowadzalnego do metody hybrydowej FDTD-HAAR MRTD. Wbrew pozorom
implementacja takich algorytmoéow okazalta sie dosé ztozona. Rozwiazan nalezalo szukaé
wsrod technik stosowanych w algorytmach MRTD, stad zainteresowanie nimi widoczne w
niniejszej pracy. Drugim kierunkiem prac byty proby taczenia metoda projekcji Metody
Réznic Skoniczonych z Metoda Elementéw Skonczonych, przynajmniej w problemach opi-
sywanych tymi samymi réwnaniami. Niestety, jak bedzie to pokazane pod koniec rozdziatu
3, taczenie takie pocigga za sobg znaczne komplikacje, na tym etapie badan zostato wiec
zarzucone. 7 proby laczenia wspomnianych dwoch metod narodzita sie koncepcja uzycia
funkcji wzorowanych na elementach Lagrange’a w miejsce falek. Zostaly one z powodzeniem
zaimplementowane.



Rozdzial 1

Wprowadzenie do Metody Rdéznic
Skonczonych

Nie popeiajac wielkiego btedu mozna zatozy¢, ze Metoda Roznic Skonczonych jest
stosowana w mniej lub bardziej sformalizowany sposob od poczatkéw istnienia rachunku
rozniczkowego. Przyblizanie pochodnej ilorazem réznicowym, bedace podstawa metody,
pozwala na rozwigzanie przyblizone zagadnien trudnych czy niemozliwych do policzenia
analitycznie. Metoda Réznic Skoniczonych jest jednoczesnie tatwa do zaimplementowania,
uniwersalna oraz wydajna, stad jej stale rosnaca popularnosé, przynajmniej w zakresie elek-
trodynamiki obliczeniowej. Za poczatek metody w dzisiejszym rozumieniu mozna przyjac
opublikowang w 1901 roku prace Rungego i Kutty dotyczaca caltkowania numerycznego.
Kolejnym kamieniem milowym w jej rozwoju jest uzycie przyblizenia réznicowego do szu-
kania rozwiazan rownania Laplace’a (Courant 1928r.) oraz oszacowanie btedu dyskretyzacji
przez Gershgorgina w 1930 roku. Co ciekawe, autorzy tej pierwszej pracy dyskretyzuja pro-
blem Laplace’a nie w celu znalezienia rozwigzan, lecz w celu wykazania, ze w ogdle one
istnieja [105]. Kontynuujac te mysl, mozna postawi¢ teze, ze dyskretyzacja problemu cia-
glego Metodg Réznic Skoticzonych zachowuje wiele jego wlasnosei fizycznych. Scista relacja
miedzy problemem cigglym i zdyskretyzowanym w odniesieniu do probleméw elektrody-
namicznych rozwazana jest w pracy [108], ktéra definiuje Metode Roznic Skonczonych w
postaci macierzowej, wykorzystanej w niniejszej pracy. Kluczows praca zwigzang z zasto-
sowaniem Metody Roéznic Skonczonych w elektrodynamice obliczeniowej jest artykul Yee
z 1966 roku [121], w ktérym zdefiniowano siatke réznicowa dla trojwymiarowych i wek-
torowych probleméw z zachowaniem doktadnosci drugiego rzedu, uzyskanej dzieki odpo-
wiedniemu przesunieciu wzgledem siebie sktadowych pdl. Siatka powstata w ten sposob
zwyczajowo nazywa sie siatka Yee. W pracy [121] zaproponowano rozwiazanie relaksa-
cyjne problemu w dziedzinie czasu, ktére nie wymaga rozwiazywania uktadu réwnan ani
faktoryzacji macierzy. Takie sformutowanie pozwala na definiowanie znacznie wigkszych
problemow, w sensie liczby zmiennych, niz inne metody. Popularnosé réznic skonczonych
wzrastata wraz ze wzrostem mocy obliczeniowej i ekspansja komputeréw. Obecnie znajduje
to wyraz w ilosci komercyjnie dostepnych symulatoréw petnofalowych, np. QWED, CST,
XFDTD [26,89,119].

Prace dotyczaca metod projekcji operatoréw réznicowych rozpoczyna krotka prezenta-
cja samej metody. Rozdzial ten nie ma na celu systematycznego opisu algorytméw maja-
cych bardzo bogata literature [12,56,95,103,104,108,121]. Celem zaprezentowanych ponizej
rozwazan jest przedstawienie metody w ramach formalizmu macierzowego i zaprezentowa-

1
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nie jej wariantow stanowigcych punkt wyjscia do dyskutowanych w dalszej czesci pracy
algorytmow projekcji.

1.1 Zalozenia Metody Réznic Skonczonych

Punktem wyjscia Metody Réznic Skoniczonych jest przyblizenie pochodnej funkcji ilo-
razem roznicowym. Skoro pochodna funkcji £(¢) definiuje si¢ jako granice wyrazenia
d

Ef(t)

ol AD — (1)
At—0 At

t=to

(1.1)

to intuicyjnie, zaktadajac niezerowa wartosé przyrostu At w (1.1) otrzymuje sie wartosé
mniej lub bardziej zblizona do 4£(¢). W wybranym punkcie ¢y pochodna funkcji £(¢) moze
zatem by¢ aproksymowana przez wyrazenie

d

£t + At) — £(t)
SO~

At

(1.2)

t=to

Przyblizenie (1.2) wystarczy, aby zdefiniowa¢ numeryczna metode catkowania zagadnien
poczatkowych (Rungego-Kutty). Nich dane bedzie zagadnienie poczatkowe w dziedzinie
funkcji ciggtych postaci

d
F (f(t) , —1(t), t) =0 (1.3a)

dt
f(to) = (13b)
Stosujac przyblizenie (1.2) i (1.3) mozna zdefiniowaé¢ w dyskretnej przestrzeni probek jako
F (£(to), £(to + At),t0) =0 (1.4)

skad juz tylko krok do zbudowania algorytmu iteracyjnego postaci

£(to + At) = F (£(to), to) (1.5)

Odpowiedzi na pytanie, jakie relacje tacza F (1.3) z F(1.4) i F (1.5) dostarcza sformutowa-
na w 1901 roku metoda Rungego-Kutty. Pozwala ona iteracyjnie rozwiazywacé zagadnienia
poczatkowe, znajdujac wartosci szukanej funkcji w kolejnych chwilach kAt na podstawie
wartosci w (k — 1)At lub wezesniejszych, w przypadku zagadnien poczatkowych wyzszych
rzedow. Metoda ta, pomimo, a moze dzigki swojej prostocie pozwala rozwigzywac¢ skompli-
kowane problemy, w tym réwniez nieliniowe.

1.1.1 Doktadno$é schematéow réznicowych

Schemat (1.2), ktéry jest najprostszym mozliwym przyblizeniem pochodnej, pozwala na
jej wyznaczenie z doktadnoscia rzedu O (At) [12,95]. Wigksza dokladno$¢é mozna osiagnaé
zastepujac (1.2) nastepujacym wyrazeniem,

d N £(to + 4L) — £(to — 4t)

—f
pradQ) At

(1.6)

t=to



nNOZAdZidat 1 vvprowadazenic do wictody ROZNIC oKONCZOMNYyCTl 9

Jak wida¢, w (1.6) pochodna obliczana jest z uzyciem prébek funkcji £(¢) z obu stron t.
Stad wywodzi si¢ nazwa takiego przyblizenia, roznice centralne central differences, w odroz-
nieniu od réznic przednich forward differences (1.2), badZz wstecznych backward differences,

d _£(ty) — £(ty — AY)
Ef(w - At

t=to

(1.7)

Zastosowanie wzoru (1.6) pozwala osiagna¢ dokladnosé rzedu O (At?) przy takiej samej
ztozonosci obliczeniowej, zatem jest stosowany wszedzie tam, gdzie tylko jest to mozliwe.
Warto zwrdcié uwage na fakt, ze (1.6) daje przyblizona warto$é pochodnej w innym punkcie
niz probkowane sg argumenty, co jest bardzo istotne przy dyskretyzacji dziedziny oblicze-
niowej. Schematy réznicowe mozna takze zdefiniowaé¢ dla pochodnych wyzszych rzedow.
Przyktadowa zalezno$é¢ dla drugiej pochodnej to

d_2f(t) _ f(to + At) — 2£(to) + £(to — At)
dt? - At?

t=to

(1.8)

Przyblizenie (1.8) takze daje doktadnosé¢ O (At?). Zaleznoéé (1.8) moze zostaé¢ potraktowa-
ne jako ztozenie dwoch pochodnych pierwszego rzedu przednich i wstecznych, co jest istotne
w implementacji réznic skoniczonych do uktadu réwnan pierwszego rzedu, w szczegdlnosci
rownan Maxwella.

Zaleznosci (1.6), (1.2), (1.7) czy (1.8), cho¢ najczesciej stosowane, nie wyczerpuja wszyst-
kich mozliwych aproksymacji pochodnej. W literaturze [12,95,100] sa opisane metody ad-
aptacji schematow wyzszych rzedow, tj. o wiekszej doktadnosci, ale angazujace wieksza
liczbe probek [12,95]. Wzrost doktadnosci, jaki osiaga sie w przypadku, odbywa sie jednak
kosztem wzrostu naktadéw obliczeniowych. 7Z tego wzgledu, zastosowanie ich nie zawsze
poprawia wydajnosé¢, pojawia si¢ takze problem z implementacja warunkéw brzegowych,
podobny do wystepujacych w algorytmach multiresolution [82]. Wszystko to sprawia, ze
nie przyjely sie one w elektrodynamice obliczeniowej [124].

Przyktad 1.1 Zanim omodwiona zostanie Metoda Roéznic Skonczonych w zagadnieniach
elektrodynamicznych, przedyskutowany zostanie prosty przykltad uzycia schematu rézni-
cowego do rozwigzania zagadnienia poczatkowego. Przyktadem niech bedzie réwnanie wa-
hadta matematycznego, ktére jest jednym z kanonicznych probleméw fizyki. Problem ten
przewaznie upraszcza si¢ zaktadajac mate wychylenia. Pominiecie tego uproszczenia pro-
wadzi do réwnania nieliniowego,

%cp(t) = ~sin(p(1)) (1.9)

gdzie @(t) jest wychyleniem zaleznym od czasu, | dlugoscia wahadta a ¢ przyspieszeniem
ziemskim. Rozwazone zostanie wahadlo sekundowe, czyli o dtugoéci niecate 25cm?!, tak aby
jego okres dla matych wychylen wynosit 1 sekunde. Schemat réznicowy (1.8) dla réwnania
(1.9) wyglada nastepujaco

p(to + At) — 2‘2(;0) + ot — AL) _% sin(ep(to)) (1.10)

1924.85cm
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co mozna przeksztalcié do problemu iteracyjnego postaci (1.5),
plto + At) = 2p(t) — p(ts — At) = AT sin(ip(to)) (1.11)

Aby schemat (1.11) byt stabilny, nalezy prawidlowo dobra¢ krok czasowy At, ponizej pew-
nej granicznej wartosci. Jego mata wartos¢ pozwala uzyska¢ doktadniejszy wynik, kosztem
jednak wydluzenia czasu obliczen. Aby ja znalez¢ wartos¢ graniczng, mozna wykorzystaé
np. teorie filtrow cyfrowych [79]. Z takiego punktu widzenia zalezno$¢ (1.11) definiuje filtr
cyfrowy o transmitancji w dziedzinie transformaty Z

H(Z)=22—(A-2)Z7' +1 (1.12)

Za [79], nalezy dobraé¢ dodatnia stata A = AtQ%, aby A < 4, co jest rownowazne ze
zdefiniowaniem filtru na granicy stabilnosci, czyli ze wszystkimi biegunami na okregu jed-
nostkowym. Rozwazania na temat stabilno$ci w problemach elektrodynamicznych znalezé
mozna takze w pozycji [103], w ogblniejszym sformutowaniu w [72], natomiast dyskusje
dotyczaca schematéw wyzszych rzedéw mozna znalezé w pracach [17,18]. W tabeli 1.1
zamieszczono wyniki symulacji (1.11), dla réznych wychylen poczatkowych oraz réznych
krokow czasowych. Warunek poczatkowy w postaci zerowej predkosci i zadanego wychyle-
nia ap wymuszono poprzez zadanie ¢(—At) = ¢(0) = «p. Okres drgan znaleziono graficznie
okreslajac punkty przejscia ¢(t) przez 0.

TABELA 1.1: Numerycznie znaleziony okres drgah wahadta matematycznego (sekundowe-
go) dla duzych wychyler uzalezniony od wychylenia poczatkowego a i kroku czasowego At.
Widoczne jest pogorszenie doktadnosci dla duzych krokéw czasowych. Jednoczesdnie, dla
bardzo gestego prébkowania btedy zaokraglen powoduja rozbieznosci w poréwnaniu z roz-
wigzaniem analitycznym.

Wychylenie maksymalne ag|°]

1 | 10 | 20 | 45 | 90 [ 160
0.005 || 0.99949 | 0.99949 | 1.0027 | 1.0186 | 1.0186 | 0.95493
0.01 1.0027 | 0.99949 | 1.0027 | 1.0186 | 0.95493 | 0.95493
0.05 || 1.0090 | 1.0059 | 1.0027 | 1.0186 | 1.0186 | 0.95493
0.1 1.0409 | 1.0441 | 1.0345 | 1.0504 | 1.0186 | 0.95493
0.2 1.1809 | 1.1777 | 1.1777 | 1.1777 | 1.1459 | 1.1141
0.5 1.3719 | 1.3751 | 1.3687 | 1.3687 | 1.4006 | 1.4324
1 2.0085 | 2.0054 | 2.0054 | 2.0054 | 2.0372 | 2.0690

At
Atmax

1.1.2 Dyskretyzacja zagadnien brzegowych

Aproksymacje roznicowg mozna z powodzeniem zastosowaé do rozwigzywania zagadnien
brzegowych. Wymaga ono jednak nieco innego podejscia. Zasadnicza réznica miedzy zagad-
nieniem poczatkowym a brzegowym polega na jednoczesnym wymuszeniu wartosci funkcji
(lub pochodnej) na catym brzegu dziedziny obliczeniowej, co uniemozliwia zdefiniowanie
schematu otwartego postaci (1.5). Zdyskretyzowane zagadnienie brzegowe, w przypadku
problemu jednowymiarowego, mozna zapisa¢ jako

f(x) =F (f(x + Az),z,f(z — Ax)) (1.13)
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Jednoczesne spelienie warunkéw na obu krancach dziedziny wymaga zdefiniowania uktadu
ze wzgledu na probki f(z). Przyktadowa macierz operatora Laplace’a w jednym wymiarze,
ktérego schemat réznicowy (1.13) ma postacé

f(xo + Az) — 2f(xg) + £(z9 — Ax)

= 1.14
A2 0 (1.14)
mozna zapisa¢ w postaci rownania
I £(0) ]
(-2 1 17 fAz) ] - Ax?
1 =2 1 f(2Ax) 0
1 1 e : :
_ = 1.1
Ax? U : : (1.15)
1 -2 1 f((N —2)Ax) 0
L 1 =2 ][ £f(N-1)Ax) _M
L Ax?

W réwnaniu (1.15) wektor niewiadomych zawiera probki poszukiwanego rozwiazania w
punktach nAx, zwanych weztami siatki, natomiast £(0) i £(NAz), znajdujace si¢ po prawej
stronie rownania sg warunkami brzegowymi na koncach dziedziny.

1.2 Jednowymiarowy algorytm czasowy dla réwnan
Maxwella

Przyktad 1.1 zawiera w pigutce wszystkie elementy metody czasowej FDTD Finite Dif-
ference Time Domain, czyli dyskretyzacje, budowe schematu iteracyjnego (1.5), wraz z
zapewnieniem stabilnosci oraz odpowiedniej doktadnosci. Ponizej zostanie zaprezentowana
implementacja metody dla rownan Maxwella w najprostszym ujeciu, czyli dla problemu
jednowymiarowego. Moze ona opisywac¢ np. rozchodzenie si¢ fali ptaskiej w przestrzeni lub
w prowadnicy typu TEM. Niech w jednorodnym o$rodku (prowadnicy) fala rozchodzi sie w
kierunku i, i jest spolaryzowana liniowo, ze sktadowymi pdl £, i H,. Réwnania Maxwella
dla takiej konfiguracji przybieraja postac

OB =l (2) (1.16a)
0 0
—5 () =5 Bu (2) (1.16b)

Dyskretyzacja (1.6) po zmiennej przestrzennej z wymaga podziatu dziedziny obliczeniowe;
na podobszary, zwyczajowo nazywane komérkami. Granice miedzy komérkami, zwane we-
ztami, tworzg siatke réznicowa. Pojecie siatki jest kluczowym terminem w metodzie r6znic
skonczonych.

Dla uproszczenia, uktad réwnan (1.16) zostanie zdyskretyzowany na siatce jednorodnej,
czyli z komorkami o jednakowej dlugodci rownej Az. W weztach potozonych w punktach
zn = nAz zdefiniowane sa probki pola E,. Zastosowanie réznic centralnych (1.6) do przybli-
zania pochodnej przestrzennej skutkuje tym, ze probki pola H,, sa zdefiniowane w punktach
zy = (n+ %)Az, tworzacych tak zwana siatke dualna. Zdefiniowanie dwéch siatek, odreb-
nie dla pola elektrycznego i magnetycznego, pozwala na zachowanie doktadnosci drugiego
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rzedu dla zdyskretyzowanego problemu (1.16). Przyktadowa siatka dla N = 10 oczek jest
przedstawiona na rysunku 1.1. Jak wida¢, zdefiniowano N + 1 weztéw siatki gtownej, ktore
mozna ponumerowa¢ od 0 do NV oraz N siatki dualnej n = 0..N — 1. Zaktadajac krok czaso-
wy symulacji réwny At, dyskretyzacja problemu (1.16) w dziedzinie czasu jak i przestrzeni
prowadzi do otwartego schematu postaci

HY((n+ )A2) = H 3 (n+ 5)A7) + ‘5(”27’3)& (BX((n +1)A2) — EX(nAz))
(1.17a)
EF1(nAz) = EX(nAz) + % (1 (n+ $)A2) — H T (n - %)m))

(1.17b)

Gorny indeks k okresla chwile czasu w ktorej okreslona jest prébka pola. Zapis (1.17)
podkresla fakt, ze probki czasowe pol elektrycznego E i magnetycznego H sa okreslone
w momentach czasu réznigcych sie o At/2. Podobne przesuniecie wystepuje dla prébek
przestrzennych, co jest zwiazane z uzyciem przyblizenia (1.6). Dla uproszczenia zapisu, w
dalszej czedci pracy przyjmuje sie nastepujacy zapis

E.(n) = E.(nAz) (1.18a)
Hy(n) = Hy(nAz + %Az) (1.18b)

dla przypadku jednowymiarowego. Dla sformutowania wielowymiarowego zastosowany zo-
stanie podobny formalizm (1.29). Zapis (1.18) przyporzadkowuje probke pola do ustalone;
komorki, nie zas $cisle do potozenia wezta. Bardzo waznym parametrem symulacji czaso-
wej, jak wspominano juz w przyktadzie (1.1), jest krok czasowy zapewniajacy stabilnosé.
W przypadku (1.17) musi on spetniaé¢ warunek Couranta [103,121]

At < Az\JjiE = Az (1.19)
C

gdzie jako ¢ oznaczono predkosé¢ swiatta w osrodku. Szersza dyskusja dotyczaca kroku
czasowego zapewniajacego stabilno$¢ bedzie zamieszczona w dalszych rozdziatach. Warto
zauwazy¢, ze czas okreslony w oparciu o (1.19) jest rowny czasowi przejscia fali o jeden
wezel siatki.

H
0 Hi
Hs
Hy
CE
®H7 Hg H,
H
t\ Z
N
y //////
E F. E7 Es E9Eqp
E, Es =¢
F, E, B2 E3

RYSUNEK 1.1: Umieszczenie probek pdl elektrycznego i magne-
tycznego dla omawianego problemu jednowymiarowego.
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Definicja pobudzenia

Problemy elektrodynamiczne sformutowane w dziedzinie czasu, w odréznieniu od przy-
ktadu (1.1), przewaznie nie dotycza relaksacji uktadu przy zadanych warunkach poczatko-
wych. Z reguly poszukiwana jest odpowiedz uktadu na zadane pobudzenie przy zerowych
warunkach poczatkowych. Pobudzenie, analogicznie jak w fizycznym uktadzie polega na
przytozeniu pewnego napiecia lub pradu w wybranym punkcie lub obszarze, co jest rowno-
wazne z wymuszeniem wartosci wybranej probki, lub grupy probek £, lub H,. Pobudzenie
moze by¢ tzw. twarde, czyli nie uwzglednia¢ dotychczasowego stanu uktadu lub addytyw-
ne. Pobudzenie twarde oznacza, ze dla pewnej funkcji wymuszenia f(¢) ustala sie wartosé
probki np. EF(x) réwna wartodei funkeji wymuszenia w odpowiedniej chwili,

E¥(n) = £(kAt) (1.20)
Zmnacznie czesciej definiuje sie pobudzenie addytywne, czyli
E¥(n) = E¥(n) + £(kAt) (1.21)

W przypadku jednoczesnego pobudzenia wigkszej liczby punktéw wzory (1.20) i (1.21) maja
analogiczng postacé. Zwykle istnieje dodatkowa relacja miedzy wartosciami pobudzenia dla
roznych punktéw tak, by np. odwzorowaé¢ rozktad pola rodzaju ktorym pobudzana jest
struktura.

Warunki brzegowe

Wykonujac analize w oparciu o schemat iteracyjny (1.17) konieczne jest dodatkowo
okreslenie wartosci skrajnych prébek pol. Nawiazujac do ilustracji 1.1, widac, ze nie jest
mozliwe obliczenie F(0) i E(10) w sposéb (1.6). Definiowanie warunkéw brzegowych w
Metodzie Réznic Skonczonych jest bardzo szerokim zagadnieniem [10,40,90,102,112]. W
rozwazanym najprostszym przypadku jednowymiarowym, warto wspomnie¢ o dwoch moz-
liwosciach (przyktadowo dla £10)) :

e Zalozenie Scianki elektrycznej, czyli £,(10) = 0 w kazdym momencie symulacji

e Nieograniczona propagacja w kierunku z. Znajac predkos¢ fali ¢, mozna warunek ten
zapisa¢ jako

E*(10) = (1 - ci—i) EF1(10) + (ﬁ—i) EF1(9) (1.22)

1.3 Macierzowy zapis algorytmu FDTD

Metody projekcji dyskutowane w pracy traktuja operacje dyskretnego rozniczkowania
jako odwzorowanie w przestrzeni R". W tym celu wygodne jest przedstawienie algorytmu
(1.31) w postaci macierzowej, ktéra choé rzadziej stosowana, jest catkowicie réwnowazna
sformutowaniom otwartym (1.17) [103].
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W pierwszej kolejnosci zostanie zdefiniowany operator macierzowy D, reprezentujacy
numeryczne obliczanie pochodnej zgodnie ze schematem forward differences (1.2).

D= _— | (1.23)

-1 1
-1

Argumentem operatora (1.23) jest wektor zawierajacy probki funkeji rozniczkowanej, czyli
w omawianym przypadku pola elektrycznego zdefiniowane w weztach siatki. Pamietajac o
konwencji (1.18) mozna go zapisa¢ jako

e= : (1.24)

Em(N - 1)
E:(N)

Definiujac wektor h, zawierajacy probki pola magnetycznego w weztach siatki dualnej,

[ 1,000 ]
H,(1)
H,(2)

h= (1.25)

Hy(N —2)
H,(N —1)

H,(N)

mozna okresli¢ relacje migdzy pochodna w przestrzeni cigglej i jej dyskretnym odpowied-
nikiem jako

%Ex = De (1.26a)
d
T, = ~D’h (1.26b)

Konfrontujac (1.26) z ilustracja (1.1) i schematem (1.2) mozna zauwazy¢, ze probke H,(n)
wyznacza sie za pomoca E,(n) oraz E,(n + 1), natomiast E,(n) z uzyciem H,(n — 1) oraz
H,(n). Odzwierciedleniem tego faktu w notacji macierzowej jest transpozycja macierzy D
w (1.26b). Schemat (1.17) w notacji macierzowej przybiera zatem postacé

h**' = h* — AtuDe” (1.27a)
et = e + AteD'h* ! (1.27D)
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Zgodnie z postulatem z podrozdziatu 1.2 gérne indeksy definiujace potozenie czasowe prob-
ki sa zawsze catkowite, domy$lnie jednak probki e i h sg przesuniete o %At. Warto jeszcze
zauwazy¢, ze zgodnie z rysunkiem 1.1 wektor prébek pola magnetycznego (1.25) powinien
by¢ o 1 krétszy od (1.24). Macierz D (1.23) zdefiniowano natomiast jako kwadratows.
Przy zapisie (1.26) oznacza to zdefiniowanie nadmiarowej prébki H,(N), znajdujacej sie
poza dziedzing obliczeniowa. Autor konsekwentnie stosuje taki zapis, utatwia on bowiem
konstrukcje probleméw wielowymiarowych. Nadmiarowe elementy sg usuwane razem z ele-
mentami zerowanymi przy implementacji $cianek elektrycznych badz magnetycznych co jest
znacznie prostsze implementacyjne niz budowanie od razu problemu jak zaproponowano w

pracach [95,103].

1.4 Tréjwymiarowe sformulowanie na siatce Yee

Najczesciej stosowana wersja Metody Roznic Skonczonych jest sformutowanie czasowe
zdyskretyzowane w sposob opisany w 1966 roku przez K. S. Yee (rys. 1.2) [121]. Powstata
w ten sposob siatka zwyczajowo nazywana jest siatka Yee. Sktadowe pol sa w niej tak
rozmieszczone, ze operacja rotacji, zachowuje po zdyskretyzowaniu doktadnos¢ drugiego
rzedu. Dyskretyzowany operator rotacji we wspotrzednych prostokatnych, definiowany w
przestrzeni funkcyjnej ma postac,

_ - 0 _g g T - -
F, 0z oy F,
0 0
v x = 9 _9 (1.28)
Fy 0z 0 Oz by
F, _g ﬁ 0 F,
- - L OJy Oz - -

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, zostanie wprowadzona konwencja definio-
wania potozenia probki pola w siatce réznicowej poprzez podanie jego indeksow (1.18).
Rozmieszczenie poszczegdlnych sktadowych w obrebie komoérki widoczne jest na rys. 1.2.
Dla regularnej siatki mozna ustali¢ konwencje zapisu analogiczna do (1.18):

E.(m,n,l)=E, ((m + %)Aw, nAy, lAz) (1.29a)
E,(m,n,l) = E, (mAx, (n + %)Ay, lAz) (1.29Db)
E.(m,n,l) = E, (mAx, nAy, (I + %)Az) (1.29¢)
oraz dla pola magnetycznego:
Ho(mon,1) = H, (mAx, (n + %)Ay, I+ %)M) (1.30a)
H(m,n,1) = H, ((m + %)Am,nAy, (1+ %)M) (1.30b)
H.(m,n,1) = H. ((m + %)Am, (n+ %)Ay, mz) (1.30¢)

Laczac dyskretyzacje przestrzenna z czasowa (1.17) otrzymujemy schemat réznicowy,
stanowigcy podstawe wickszosci wspotczesnych algorytméw bazujacych na metodzie réznic
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RYSUNEK 1.2: Ufozenie prébek pél w siatce réznicowej Yee. Za-
znaczono sktadowe o tym samym indeksie I,m,n (1.29),(1.30).

skonczonych.

HE 1) = HE(m, )
Ef(m,n,l) — Ef(m,n,l — 1) N Ef(n,m,l) — E¥(n,m — 1,1)
Az Ay

+ Atp,(m,n,l) <—
(1.31a)
HY*(m,n, 1) = Hy(m,n, 1)+
Aty (mon, ) <E§(m, n,l) —Afzg’j(m, nl-1) E*(m,n,l) —Aﬁif(m —1,n, l)) (1.311)
H (m,n, 1) = H¥(m,n, 1)+
Ef(m,n, 1) — E¥(m,n —1,1) N E{f(m, n,l) — Eg(m —1,n, l))
Ay Ax

+ At:uz(ma n, l) <_
(1.31c)
Elxﬁ_l(mu n, l) = El;(mu n, l>+
H¥ Y (m,n, 1) — Hi Y (m,n, L+ 1) HMYn,m, 1) — H Y (n,m + 1,1)
AZ Ay

+ Ate,y(m,n,l) (
(1.31d)
k k
E; (m,n,l) = Ej(m,n, 1)+
)= Bl 1) | Bl B 1 0)

+ Atey(m,n,l) <— x> As
(1.31e)
Ef—H(mu n, l) = Ef(mu n, l>+
H¥Y(m,n, 1) — HYm,n + 1,1) H;”H(m, n,l) — H;j*l(m +1,n,l)
Ay Ax

+ Ate,(m,n,l) <
(1.31f)
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1.5 Macierzowy zapis réznic skonczonych

Algorytm FDTD najczesciej definiowany jest w postaci jawnej (1.31). W taki tez sposéb
metoda jest implementowana w wiekszosci aplikacji komercyjnych. Dla potrzeb przedsta-
wionych przez autora rozwazan, konieczne jest jednak spojrzenie na algorytm FDTD w
kontekscie formalizmu algebry liniowej, co z kolei w naturalny sposob prowadzi do wykorzy-
stania zapisu macierzowego. Takie sformutowanie zaproponowano w [108]. Przedstawione w
niniejszym rozdziale definicje, z niewielkimi modyfikacjami, sa wzorowane na wspomnianej
pozycji.

Zdefiniowanie problemu tréjwymiarowego w postaci macierzowej, analogicznej do (1.27),
trzeba rozpoczaé¢ od okreslenia wektorow e i h, zawierajacych probki odpowiednich pél
w siatce Yee. Uogdlnienie operatora pierwszej pochodnej D (1.23) na problemy wielowy-
miarowe jest stosunkowo proste, jednak jego jawne zdefiniowanie wymaga uwzglednienia
dodatkowych zagadnien, nie istniejacych w przypadku problemu jednowymiarowego. W
szczegolnodei, w przypadku jednowymiarowym, wzajemne przyporzadkowanie probek pol
i elementéw wektora e jest oczywiste i intuicyjne. W przypadku wielowymiarowym, sa-
siadujace w przestrzeni probki moga leze¢ na odlegltych pozycjach w wektorze e. O ile
przy definiowaniu sformutowania jawnego FDTD (1.31) nie bytlo to istotne, bowiem prak-
tycznie kazdy jezyk programowania w jakim implementowany jest wspomniany algorytm
pozwala definiowa¢ tablice wielowymiarowe, zatem problem kojarzenia elementéw w siat-
ce z ich pozycja w pamieci catkowicie przeniesiony jest na kompilator lub/i interpreter.
Nalezy bowiem pamieta¢, ze pamie¢ komputera ma zawsze liniowa strukture, nawet jesli
nie jest to widoczne dla uzytkownika. W sformutowaniu macierzowym trzeba wspomniang
relacje zdefiniowa¢ w sposob jawny. Dla siatki Yee, o wymiarach X na Y na Z oczek w kaz-
dym kierunku, mozna przyja¢ nastepujaca relacje miedzy potozeniem m,n,l (1.29), (1.30)
a elementem wektora prébek, e;. Zaktadajac, ze element e; odpowiada prébece E.(m,n,l)
indeksy sasiadujacych pol i pozostatych sktadowych znajduje sie jako

E.(m+1,n,l) < €1 (1.32a)
E.(m,n+1,1)  e1x (1.32b)
E.(m,n,l+1) < e xy (1.32¢)
E,m+1,n,l) < er11xvz (1.32d)
E,(m,n+1,1) & eirxixvz (1.32¢)
E,(m,n,l+1) < eixyvixyz (1.32f)
E.(m+1,n,1) < e 1112xv7 (1.32¢g)
E.(m,n+1,1) © e xioxyz (1.32h)
E.(m,n,l+1) < e xyioxyz (1.321)

W podobny sposéb mozna zdefiniowaé¢ wektor probek pola magnetycznego. Z zapisu (1.32)
bezposrednio wynika sposéb definiowania macierzy odpowiadajacych pierwszej pochodnej,
analogicznych do D(1.23). Dwudiagonalny operator D (1.23) nalezy tak przedefiniowaé, aby
odlegtos¢ miedzy diagonalami wynosita odpowiednio 1, X oraz X - Y dla rézniczkowania
odpowiednio po z, y i z. Macierze takie oznaczone beda jako *D, YD i *D. Kazda z nich ma
rozmiar XY Z x XY Z. Przy takich oznaczeniach operator reprezentujacy rotacje mozna
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zapisaé jako [108]:
0 —*D YD
R = *D 0 —*D (1.33)
-'D "D 0
Jak pokazano w [108], podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, rotacje na siatce
dualnej mozna wyrazi¢ za pomoca operatora R, Zdyskretyzowane parametry materiatowe
mozna zwpisa¢ w postaci macierzy (diagonalnych) e oraz g W taki sposéb, zaleznosé (1.27)
przyjmuje zwartg postac

h*™ = h* — e 'AtRe" (1.34a)
e’ =e" + p'AtRThFH! (1.34b)

W publikacji [108] sporo miejsca przy omawianiu macierzowej postaci (1.33) poswiecono
dyskusji zachowania si¢ operatora (1.33) na granicach dziedziny. Definicja macierzy rotacji
w postaci (1.33), nie uwzglednia istnienia probek brzegowych. Przyktadowo, podoperator
D nie traktuje szczegdlnie probek brzegowych odpowiadajacych [ = X. Pochodna w tym
punkcie jest obliczana na podstawie probek e, i e,41 (por. rys. 1.3). Zgodnie z (1.32)
pierwsza z probek odpowiada pewnemu punktowi Ex ,; natomiast druga Ej,i1;, czyli
w zaden sposob nie jest z nig zwigzana przestrzennie. Rozwigzaniem problemu, znacznie
prostszym niz zaproponowano w [108] jest wyzerowanie odpowiednich wierszy i kolumn
macierzy, odpowiadajacych za skrajne probki. Mozna to osiggna¢ odpowiednio modyfikujac
macierze materialowe € i u.

RYSUNEK 1.3: Obliczanie pochodnej na granicy dziedziny przy
konstrukcji macierzy (1.23). Rozwigzaniem problemu przy jedno-
czesnym zachowaniu prostoty sformufowania jest wtasciwe zdefinio--
wanie zerowych warunkéw brzegowych

1.5.1 Symetryzacja problemu FDTD/FDFD

Sformutowanie (1.34) jest bezposrednim odpowiednikiem (1.31) zdefiniowanym w prze-
strzeni macierzy. Dla siatki Yee macierz rotacji zdefiniowana dla wektora probek pola elek-
trycznego R jest transpozycja rotacji pola magnetycznego R”. Problem drugiego rzedu
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wyprowadzony z rownan siatkowych jest symetryczny co czyni schemat z definicji warun-
kowo stabilnym. Symetryczna macierz problemu drugiego rzedu poprawia takze wydajnosé
obliczeniowa. Macierz problemu drugiego rzedu wyprowadzona z (1.34) ma wtedy postaé

A=At 'R 'R (1.35)

Jak wida¢ (1.35) traci symetrie w przypadku zdefiniowania niejednorodnego osrodka. Po-
nizej przedstawiona jest procedura pozwalajaca zachowaé zapis (1.34) i symetrie (1.35)
rowniez dla o$rodkow niejednorodnych. Jako punkt wyjscia zaktada si¢ sformutowanie ma-
cierzowe (1.34). Aby uogdlni¢ rozwazania, osrodek zostanie opisany nie tylko przy pomocy
przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej, lecz takze poprzez macierze przewodnosci elek-
trycznej o 1 magnetycznej ™. Schemat (1.34) przyjmuje wtedy postac:

1 1 1 1

b (AtI - §"m> = (EI * §"m) ~n R (1.36a)
1 1 1 1

eh ! <_AtI + 50’) = e (Ktl — 50’) +e'R"h*! (1.36b)

Macierze zdefiniowane po lewej stronie réwnan (1.36) sa diagonalne, tatwo wiec mozna
uzyska¢ w pekli uzyteczny schemat réznicowy. Aby zredefiniowaé (1.36), wprowadzone
zostang nowe zmienne:

h= (i - ?)h (1.37a)
6= (it + %)e (1.37h)

m my —1
PR e o
-1
Skl _ ék(i _ %) (it n %) LRttt (1.38D)

podstawiajac za C

o= (-7 R (5+9) (1.9

W macierzy C zawarto wszystkie parametry materiatowe. Problem jest zdefiniowany dla
wektorow zawierajacych znormalizowane probki pol, co ma dodatkowa zalete, gdyz w (1.34)
amplitudy pol elektrycznych i magnetycznych réznia si¢ o kilka rzedow wielkosci, co moze w
pewnych przypadkach obniza¢ doktadnos¢ obliczen. W przypadku omawianej normalizacji
(1.37) prébki obu pdl maja zblizona wartos$¢, co jest bardzo pozadane z punktu widzenia
metod numerycznych.

Ze wzgledu na fakt, ze we wszystkich sformutowaniach réznicowych dyskutowanych
w dalszej czesci pracy uzywana jest jedynie postaé¢ zsymetryzowana w sposoéb oméwiony
powyzej, jako e rozumiany jest wektor €, podobnie symbolem h oznacza sie h (1.37).
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1.6 Metody pokrewne

Na poprzednich stronach przedstawiono sformutowanie macierzowe metody réznic skon-
czonych w dziedzinie czasu, jako proste przeniesienie klasycznego algorytmu otwartego
(1.31) powszechnie stosowanego w elektrodynamice obliczeniowej w formalizm macierzo-
wy. Ponizej przedstawione zostang wybrane sformutowania bazujace na dyskretyzacji pol
w siatce Yee, stanowigce punkt wyjscia w analizach przytoczonych w rozdziale czwartym
niniejszej pracy.

1.6.1 Roéwnanie falowe w dziedzinie czestotliwosci

Najpopularniejszym sformutowaniem Metody Réznic Skonczonych stosowanym w elek-
trodynamice obliczeniowej jest sformutowanie w dziedzinie czasu i dlatego zostato ono omo-
wione na poczatku przegladu metod réznicowych. Istnieje jednak cata gama probleméw,
gdzie celowe jest zatozenie harmonicznej zmiennosci poél w czasie. Przyktadem moze by¢
analiza rezonatoréw badz struktur o bardzo duzej dobroci, ktérych doktadna analiza cza-
sowa wymagataby wykonania ogromnej liczby iteracji algorytmu (1.31) [115]. Zbudowanie
problemu w dziedzinie czestotliwosci pozwala takze na znalezienie rozktadéw pola odpowia-
dajacych konkretnemu rodzajowi, co jest bardzo pozadane przy projektowaniu uktadow.
Punktem wyjscia do zapisu réznic skoniczonych w dziedzinie czestotliwosci (FDFD ) bedzie
zsymetryzowany schemat (1.31), z wymuszona harmoniczna zmiennoscia czasowa. Niech
wektory e i h reprezentuja unormowane (1.37) prébki amplitud zespolonych p6l w weztach
siatki Yee. Zachowujac dyskretyzacje w przestrzeni, réwnania (1.31) mozna przepisaé¢ w
postaci

Ce = —jwh 1.40a
J ( )
C"h = jwe +j (1.40Db)

Z reguty uktad (1.40) sprowadza si¢ do rownania falowego rugujac jedno z pél. Przyktadowo,
rownanie falowe, zapisane dla wektora € bedzie miato postaé

CTCe — w’e = —jwj (1.41)

W przypadku osrodkéw stratnych wspétezynniki w macierzy problemu moga by¢ zespolo-
ne. Niewielka modyfikacja réwnania (1.41), polegajaca na zalozeniu zerowego wymuszenia,
prowadzi do zdefiniowania problemu wtasnego ze wzgledu na czestotliwo$¢ rezonansows.:

C'Ce = w’e (1.42)

W odréznieniu od metody czasowej (1.31) zagadnienie (1.42) pozwala znalezé wszystkie
rezonanse wraz z ich rozktadami pol. Sformutowanie czasowe zastosowane do tego celu
wymaga umiejetnego doboru pobudzenia - zaréwno potozenia jak i wyboru sktadowej.

Jak wida¢, w obu sformulowaniach, (1.40) i (1.41), pojawia si¢ macierz CTC. Dzigki
normalizacji (1.37) jest ona symetryczna, co ma ogromny wplyw na efektywnosé obliczen.
W przypadku metod iteracyjnych bazujacych na metodach przestrzeni Krylowa [4,94], a
takie sa stosowane przy rozwiazywaniu problemow wielkoskalowych probleméw o rozmia-
rach rzedu kilkuset tysiecy zmiennych, gdzie takie metody maja zastosowanie, symetryzacja
problemu w ogéle umozliwia analize [115].
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Rozwiazanie zagadnienia postaci (1.42) jest wymagajace obliczeniowo, i to nie tylko ze
wzgledu na potencjalny rozmiar problemu. Ot6z macierz problemu jest osobliwa, i okoto 1/3
jej wartosci wlasnych ma wartosé réwna zeru [9,108]. Ich istnienie wynika z faktu, ze ope-
rator drugiego rzedu, zbudowany na bazie (1.39) nie uwzglednia faktu zerowej dywergencji
pola w obszarach pozbawionych Zrédet. Innymi stowy, na sformutowanie (1.42) czy (1.41),
a takze (1.34) powinno sie dodatkowo natozy¢ wiezy, ograniczajace wymiar przestrzeni do-
puszczalnych rozwiagzan. Propozycje rozwiazania tego problemu mozna znalezé w [42,122],
dla metody czasowej, czy tez [106,107] dla sformutowan macierzowych. Niestety, ogranicze-
nie liczby zmiennych nie wplywa pozytywnie na wydajnos$¢ obliczeniowg metody czasowe;j.
Zawezenie przestrzeni rozwigzan powoduje zwigkszenie ilosci operacji arytmetycznych na
kazdg komorke siatki Yee, co globalnie powoduje spadek wydajnosci o koto 10%. Dlatego,
w [42] skupiono sie na korzysciach wynikajacych z ograniczenia wymagan pamieciowych
algorytmu niz poprawie jego wydajnosci. Ponadto, jak pokazano w [16], rozwiazania pa-
sozytnicze nie propaguja sie w siatce Yee, zatem nie generuja pasozytniczych rozwigzan
w metodzie czasowej. Zgota inna sytuacja wystepuje w przypadku rozwigzywana uktadow
rownan czy probleméw wlasnych. Kluczowymi parametrami sg tam zaréwno wielkos¢ jak i
widmo macierzy. Wykluczenie zerowych wartosci wlasnych zdecydowanie poprawia zbiez-
nos¢, kosztem jednak utraty symetrii. Rozwiazanie kompromisowe zaproponowano w [9],
gdzie przez umiejetne wykorzystanie dyskretnego operatora dywergencji przesuni¢to wid-
mo macierzy tak, ze czes¢ widma skojarzona z rozwigzaniami pasozytniczymi pokrywa si¢
z czescig zwigzang z rozwigzaniami fizycznymi. Moze komplikowaé to separacje modow
pasozytniczych, jednak zdecydowanie przyspiesza rozwigzanie problemow wtasnych.

1.6.2 Niekartezjanskie uklady wspétrzednych

Przy definicji schematu réznicowego z wykorzystaniem siatki Yee, zaréwno w wersji
schematu otwartego (1.31) jak i macierzowej (1.34), zaktadano zdefiniowanie problemu
w kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych. W obecnym paragrafie zostanie przedstawiony
sposob budowy problemu réznicowego dla siatki cylindrycznej. Szkic cylindrycznej siatki
Yee zamieszczono na ilustracji (1.4). Jawny schemat analogiczny do (1.31) mozna znalezé
np. w [103]. Ponizej zostanie przedstawiona jego reprezentacja macierzowego, traktowana
jako szczegélna modyfikacja (1.34).

Sktadowa i, rotacji pola F, oznaczona jako F, moze by¢ zapisana jako

0 10
F, = E —L, 1.4

Powyzsze wyrazenie mozna przepisa¢ w postam

JoF. = \fapE + paw\fE (1.44)

Taka z pozoru dziwna normalizacja stuzy ujednoliceniu wspotezynnikéw metryki i parame-
tréw materiatowych (1.37). Wprowadzajac bowiem zmienne zastepcze

— 1
Ep = %Ep (145&)

E, (1.45b)

S
I I
-5

E, (1.45¢)

S|
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oraz identycznie normalizujac pola magnetyczne, réwnanie Faradaya mozna zapisaé¢ jako

_ P PR
_ 0 - = _
H, 5 0z agg E,
—Jwi F@ = 92 _3_p EcP (1.46)
. I
L Oy dp i

czyli posta¢ macierzy rotacji jest identyczna jak w uktadzie kartezjanskim. W dziedzinie
dyskretnej przejscie z uktadu kartezjanskiego do cylindrycznego uzyskuje si¢ poprzez uzycie
wspétezynnikow metryki zdyskretyzowanych w odpowiednich weztach siatki (1.45), co w
sensie zapisu jest rownowazne utworzeniu sztucznego, anizotropowego o$rodka o tensorach
przenikalnosci [35]:

Sl

(1.47a)

T|>II
3

=
Il
Sil-

JP (1.47b)
I VP

Dzigki takim przeksztalceniom, problem (1.41) pozostaje symetryczny takze w ukltadzie cy-
lindrycznym. Tensory (1.47) pozwalaja na przeksztatcenie prostokata w wycinek cylindra.
Przejscie do pelnego cylindra wymaga ”sklejenia” brzegow wzdluz wybranej ptaszczyzny
@ = const oraz zdefiniowania pola w srodku uktadu. O ile to pierwsze jest trywialne,

sprowadza si¢ bowiem do wymuszenia réwnosci elementéw z lewego i prawego brzegu ,,pro-
stokata” o tyle definicja srodka wymaga wymaga dodatkowych objasnien.

RYSUNEK 1.4: Rozmieszczenie préobek pola w siatce Yee w ukfadzie cylindrycznym. Ogdlny rzut (a)
oraz zblizenie (b)
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Réwnania dla p =0

Definicja réwnan Maxwella we wspotrzednych cylindrycznych wymaga rozwigzania pro-
blemu osobliwosci w p = 0. Z oczywistych wzgledéw, moze tam by¢ okreslona jedynie
sktadowa E, lub H,. Aby ja znalez¢ nalezy skorzystaé¢ z zaleznosci definicyjnej rotacji

. $s Eppdp
(VXE)-i, = EL%T (1.48)

gdzie S jest powierzchnia ograniczong przez kontur caltki (1.48). Pozwala to zdefiniowaé
rownanie Faradaya dla p = 0 jako

E.AS = jwp 74 H,di (1.49)
S

co w dziedzinie probek mozna zapisa¢ w postaci rGwnania

. TAp?
Ez(07l> = Jw 4A90 ;Hw(lvnv l) (150)

RYSUNEK 1.5: Warto$¢ prébki sktadowej E, w $rodku ukfadu
wspotrzednych oblicza sie korzystajac z cyrkulacji sktadowej H .

1.6.3 Rozwiniecia funkcyjne w strukturach jednorodnych

Ostatnim zagadnieniem omoéwionym w ramach dyskusji metod réznic skonczonych be-
dzie technika rozwinie¢ funkcyjnych, ktéra takze byta punktem wyjscia dla metod projekcji
stanowigcych temat niniejszej rozprawy. Idea rozwinie¢ funkcyjnych pojawia sie w pod na-
zwa Partial Eigenfunction Ezpansion [47,68-70,75] a takze, dla struktur cylindrycznych
o symetrii obrotowej jako Body of Revolution [19,35,51]. Niech pola elektromagnetyczne
beda wyrazone w postaci:

E, ="f(x, z) sin(my)
E, =Yf(x, z) cos(my) (1.51)
E, =*f(x, z) sin(my)
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o H, = zg( ,y) cos(my)
H, =Yg(z,y) sin(my) (1.52)
H, =*g(x,y) cos(my)

Definicja réwnania Faradaya z uzyciem (1.51) pozwala zapisa¢ pole H w nastepujacej
postaci

w gz, z) cos(my) = jw <m “f(x, z) cos(my) — % Vf(z, 2) cos(my))
1 Ve(a, ) sin(my) = (—% £(e.2) + = 1(x z>) sin(my) (153
: 0
p *g(x, 2) cos(my) = jw <m *f(x, z) cos(my) + e Vi(z, 2) cos(my))

Przy podstawieniach (1.51), (1.52) i (1.53) operator rotacji mozna zapisa¢ réwnowaznie
jako

0
T 0 T a. m T
g 5 0z 5 g
V X Yy = _- - Yy 1.54
& 0z g ox & ( )
m p 0

gdzie jako g zaklada si¢ funkcje zalezne wytacznie od x i 2.

W podobny sposéb mozna zdefiniowaé zaleznosci dla ukladu cylindrycznego [19, 35].
W przypadku struktur jednorodnych w kierunkach, w ktérych stosuje sie rozwiniecie har-
moniczne mozliwa jest niezalezna analiza po6l o réznych zmiennosciach. Technika ta, w
polaczeniu ze spojnym formalizmem pozwalajacym definiowaé schematy hybrydowe po-
zwala znacznie poprawi¢ wydajnos¢ metody réznic skonczonych dla uktadow, w ktorych
wyodrebni¢ mozna obszary jednorodne/osiowo symetryczne.



Rozdziatl 2

Metody rzutowe w rozwigzywaniu
zagadnien elektromagnetycznych

Niniejszy rozdziat poswiecony jest krotkiej prezentacji metod bazujacych na projekcji
Rayleigha-Ritza [36, 66], polegajacej na rozwiazaniu zagadnienia operatorowego w innej
przestrzeni niz pierwotnie zostato zdefiniowane. W szczegdlnosci, problemy zdefiniowane w
nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni £, mozna przeksztalcié do réwnania macierzowego
w przestrzeni R". Metoda ta moze zatem by¢ postrzegana jako alternatywny sposob dys-
kretyzacji problemu ciggltego. W zastosowaniach elektrodynamiki obliczeniowej rzutowanie
Rayleigha-Ritza kojarzy sie gtéwnie z Metoda Momentéw [36,41,50], przez wiele lat beda-
ca wspoélnie z metodami wariacyjnymi [11,37], podstawowym narzedziem analizy polowej.
Obie metody analizy zresztg doskonale si¢ uzupelniaty — rozwigzania otrzymane za pomo-
ca Metody Momentow stawaly sie argumentem odpowiedniego funkcjonatu, co pozwalato
poprawi¢ doktadno$é wyniku [11,78].

W czasach, kiedy mozliwosci obliczeniowe komputeréw byty niewielkie, Metoda Momen-
tow byta stosowana gtéwnie do dyskretyzacji operatorow catkowych, zwiazanych z funk-
cja Greena. Takie podejscie pozwalato definiowa¢ mate uktady rownan liniowych, kosztem
znacznego wysitku zwigzanego z ich zdefiniowaniem. Wraz z rozwojem komputeréw rosto
zainteresowanie technikami bardziej uniwersalnymi, ktore wiekszos¢ pracy obliczeniowej
przerzucaty na komputery.

Poczawszy od lat 60-tych nastapit stopniowy rozwdj metod siatkowych. Wiekszos¢ z
nich mozna wyrazi¢ jako projekcje Rayleigha-Ritza operatorow rézniczkowych na proste
bazy, takie jak wielomiany nizszego rzedu (FEM) czy falki Haara (MRTD, FDTD). Szcze-
goblnie Metoda Rdéznic Skonczonych pozwala zbudowaé problem liniowy znikomym kosztem,
co w potaczeniu z otwartym sformutowaniem czasowym pozwala definiowaé problemy o roz-
miarze rzedu milionéw zmiennych. Metoda Momentéw w klasycznym rozumieniu, czyli ja-
ko metoda dyskretyzacji operatorow catkowych wciaz znajduje zastosowanie w problemach
rozpraszania, czy propagacji, czyli definiowanych dla nieskoniczonej dziedziny obliczeniowej.

Konieczno$¢ rozwigzywania ogromnych zagadnien liniowych, definiowanych przy uzy-
ciu metod siatkowych otwiera nowy rozdzial metod rzutowych. Formalizm Rayleigha-Ritza
przenosi sie w przestrzen dyskretna, a rzutowanie ma na celu nie dyskretyzacje proble-
mu, lecz zmniejszenie jego rozmiaru. Rzutowanie w przestrzeni euklidesowej jest podstawsg,
wielu iteracyjnych algorytméw rozwiazywania uktadéw réwnan [4,8,94], czy problemow
wlasnych [4]. Dobieranie optymalnych podprzestrzeni do rozwiazywania ukladéw réwnan
liniowych jest bezposrednio zwiazane z technikami redukeji rzedu modelu [14,52]. Wszystkie

19
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te algorytmy traktujg jednak operator macierzowy w sposéb mniej lub bardziej oderwany
od fizyki rozpatrywanego zjawiska. Cho¢ propozycje opisane w niniejszej pracy réowniez
mieszcza sie w ogbdlnym pojeciu projekcji Rayleigha-Ritza w przestrzeni R", to wyrdznia je
bardzo ,fizyczne” podejscie do problemu. W odréznieniu od wymienionych metod, podprze-
strzenie projekcyjne konstruowane sg bezposrednio w oparciu o znane lub przewidywane
wtasnosci pol elektromagnetycznych.

2.1 Definicja Metody Momentéw

Niech dany bedzie liniowy operator A zdefiniowany w dowolnej przestrzeni Hilberta (np.
L-) oraz wymuszenie b. Niech bedzie okreslony problem ze wzgledu na nieznana funkcje £
postaci

Af =D (2.1)

Przyblizone rozwiazanie f problemu (2.1) zaktada sie w postaci skoficzonego szeregu funkcji

Vm

f = % frnv™ (2.2)
m=1

Podstawiajac (2.2) do (2.1) i korzystajac z liniowosci A otrzymuje sie

M
Y fm AV =D (2.3)
m=1

Uzyskanie rownosci lewej i prawej strony, ze wzgledu na skonczonosé szeregu (2.2) jest moz-
liwe w ograniczonej liczbie sformutowan, nie majacych zwykle praktycznego zastosowania.
Przeksztatcenie (2.3) do uktadu réwnan liniowych wymaga zdefiniowania pewnej podprze-
strzeni testujacej W. Zadanie, aby rzuty obu stron na pewna podprzestrzen testujaca W
byly sobie réwne, w formalizmie przestrzeni Hilberta mozna zapisaé¢ jako

M
Vet eW  <u", ) frn AV >=<u",b > (2.4)

m=1

co mozna przeksztatci¢, korzystajac z whasnosci iloczynu skalarnego, do postaci
M
o< AV > f, =<u",b > (2.5)
m=1

Definiujac funkcje (wektor) residualny (szczatkowy) jako
r=Af —b (2.6)
warunek (2.4) i (2.5) mozna zwiezle przepisaé jako
V" e W <r,w">=0 (2.7)

Wyrazenie (2.7) oznacza, ze wektor (funkcja) residualny r jest prostopadly do calej prze-
strzeni testujace;j.
Na podstawie (2.4) mozna napisa¢ réwnanie macierzowe, odpowiadajace (2.1),

Af =D (2.8)
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w ktorym poszukiwany wektor f zawiera wspoétezynniki f,, (2.2), natomiast A i b sa okre-
slone nastepujaco

<whL Avt > <wlh AV > L <wl AvM >
2 gl 2 A2 2 p M
<w, Avt > <w  Avi > ... <w, AvY >
A= ’ ’ ’ (2.9)
<w Avl > <wM AV > 0 <wM AV >
<wl,b>
<wb>
b= _ (2.10)
<wV,b>

Zaleznosci (2.2)-(2.9) definiuja metode rzutowania Rayleigha-Ritza. W jej formalizm
mozna ujaé¢ zaréwno metode momentéw, jak i metody siatkowe, takie jak FEM (niektére
sformutowania) [27], FDTD [49,81], metody MRTD [28,48]. Pomimo zwi¢zloéci powyzszego
zapisu jego implementacja jest czesto bardzo ztozona [36].

2.1.1 Dobér funkcji bazowych

Oczywiste jest, ze odpowiedni dobér zaréwno funkeji bazowych v jak i testujacych w ra-
dykalnie wptywa na wydajnosé rozwiazania problemu (2.2). Odpowiedni wybér przestrzeni
bazowej i testujacej oznacza nie tylko takie ich zdefiniowanie aby przybliza¢ szukang funkcje
f mozliwie krétkim szeregiem, lecz takze tak, by uzyska¢ pozadane wtasnosci rozwiazywa-
nego uktadu réwnan liniowych. Zakladajac klasyczna definicje algorytmu w przestrzeni
funkcji cigglych i catkowalnych z kwadratem, Lo, z iloczynem skalarnym

<u,v>:/quQ, (2.11)
Q

mozna zdefiniowa¢ nastepujace strategie doboru podprzestrzeni projekcyjnych:

Metoda Galerkina

Metoda Galerkina polega na uzyciu tej samej przestrzeni jako bazowej i testujacej.
Wybér taki jest uzasadniony szczegdlnie w przypadku rzutowania operatorow samosprze-
zonych. Projekcja (2.9) operatora A prowadzi wtedy do identycznego rezultatu jak za-
stosowanie metody Ritza do odpowiadajacego A zagadnienia wariacyjnego. Szczegdlowe
rozwazania na ten temat mozna znalezé w [27]. Uzyskanie macierzy problemu takiej samej,
jaka uzyska sie z dyskretyzacji problemu wariacyjnego jest bardzo cenne, gdyz gwarantuje
szybsza zbieznos¢ i mniejszg wrazliwosé na btedy takiego sformutowania.

Metoda najmniejszych kwadratow

Metoda najmniejszych kwadratéw polega na zwigzaniu funkcji bazowych i testujacych
nastepujaca relacja
w’ = Av™" (2.12)
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Jak pokazano w [27] projekcja taka daje macierz, ktorej rozwiazanie ma najmniejszy btad
sredniokwadratowy, mierzony jako norma wektora residualnego. Taki sposob doboru wek-
torow bazowych jest rzadko stosowany, ze wzgledu na problemy rachunkowe w przypadku
przestrzeni ciagtych i problemy z dyspersja numeryczna [8] w przypadku rzutowania w
przestrzeniach euklidesowych.

Metoda kolokacji

Metoda kolokacji jest dos¢ czesto stosowana do dyskretyzacji problemu ciggtego. Polega
ona na uzyciu funkcji testujacych w postaci delt Diraca w™ = 6(r—r,,). Otrzymuje sie wtedy
speklienie réwnosci (2.4) w wybranych punktach przestrzeni r,,. Wybor takich funkeji
testujacych ma ogromne znaczenie z punktu widzenia kosztu stworzenia macierzy (2.9).
Przyktadowo, dla typowego iloczynu skalarnego w Lo i funkcji Greena dwuwymiarowego
operatora Laplace’al, pojedynczy element macierzy (2.9) wyznacza si¢ obliczajac calke

_ / _ /
////w(x,y) vy —y) dx'dy'dxdy (2.13)
Ty V@ =)+ (y—y)’
Uzycie d(x — o,y — yo) jako funkcji testujacej upraszcza wyrazenie (2.13), do postaci
5 Yo _ ,)
// 0 o Y dx'dy’, (2.14)
\/ zo — ')’ + (Yo — ¥')?

co w wielu przypadkach w ogble umozliwia jej obliczenie, w szczegélnosei, gdy punkt (xg, yo)
nalezy do obszaru catkowania (2.14) i Funkcja podcatkowa posiada wtedy osobliwosé.

2.1.2 Rzutowanie operatora drugiego rzedu z wykorzystaniem
niecigglych funkcji bazowych

Istotnym zagadnieniem zwigzanym z definiowaniem metod siatkowych w formalizmie
Rayleigha-Ritza jest rzutowanie problemu drugiego rzedu z uzyciem nieciggtych funkcji
bazowych. Funkcje takie stosowane sa w najpopularniejszych metodach siatkowych, spet-
niajg bowiem postulat minimalizacji kosztu dyskretyzacji. Aby przedyskutowaé zagadnienia
zwigzanie z implementacja Metody Momentéw dla niecigglych funkcji bazowych, oméwiona
zostanie projekcja operatora drugiego rzedu w jednym wymiarze,

d2

At = T£(a) (2.15)

Przy projekcji (2.3) operatora A od funkcji bazowych v wymaga sie co najmniej ciagtosci
funkcji i jej pochodnej. Warunki te mozna ostabi¢ catkujac przez czesci

/ w(2) - £ (2)d / 4 o) Lo(z)da (2.16)
Q Q

W catkowaniu (2.16) zatozono zerowanie sie co najmniej jednej z funkcji lub jej pochodnej

na brzegu obszaru, co wyeliminowato sktadnik w(x)%f(a:) z (2.16). Sformutowanie (2.16)

IDla uproszczenia pominieto wspétezynnik skalujacy ﬁ
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pozwala zastosowaé funkcje bazowe 1 testujace posiadajace pierwszg pochodna, ktéra nie
musi by¢ jednak ciggta. W ten sposéb klasa dopuszczalnych funkeji bazowych rozszerza
si¢ miedzy innymi o elementy Lagrange’a, stosowane w metodzie elementéw skonczonych
27,95, 96]. Dalsze ostabienie wymagan odnosnie funkcji bazowych tak, by przestrzenie
bazowe i testujace mozna byto budowaé¢ na funkcjach nieciagtych, wymaga rozbicia (2.15)
na uklad réwnan pierwszego rzedu (z wymuszeniem b):

%g(aj) = b(z) (2.17a)
%f(x) = g(x) (2.17Db)

Niech teraz przyblizony opis funkcji f(x) jak i g(x) ma postaé szeregu

f(z) = X_jlfmvm(x) (2.18a)
g(z) = E_jlgmwm(a:) (2.18D)

przy czym wybrana funkcja v™ bedzie niecigglta. Mozna ja rozbi¢ wtedy na sume funkcji
ciaglej “v™ oraz pewnej liczby uskokéw Heaviside’a 1(x)

v =N"(2) + a,y 1(z — x,) (2.19)

Pochodna wyrazenia (2.19) zawiera zatem pewna liczbe delt Diraca. Aby mozliwe byto
catkowanie iloczynu pochodnej (2.19) i wybranej funkcji testujacej, od tej drugiej wymaga
sie, aby jej punkty osobliwe, jesli istnieja, wystepowaly w innych miejscach przestrzeni niz
punkty osobliwe v™. W powyzszy sposob klase funkcji nadajacych sie do projekcji mozna
rozszerzy¢ o funkcje nieciagte. Przypadek taki ma miejsce przy definiowaniu schematow
MRTD w oparciu o falki Haara. Nieciggtych funkcji bazowych uzywa si¢ takze w Metodzie
elementéw skonczonych do aproksymacji skokowych zmian o$rodka [2,3]. We wszystkich
przypadkach stosuje sie rozbicie operatora drugiego rzedu w sposob podobny do przed-
stawionego w wyrazeniu (2.17) a jako funkcji testujacych stosuje sie funkcji bazowych
przesunigtych o pewna stala.

2.2 Metody siatkowe jako szczegdlny przypadek Me-
tody Momentéow

Metody siatkowe, mozna budowaé¢ poprzez rzutowanie operatoréw rézniczkowych z uzy-
ciem mozliwie prostych funkcji bazowych i testujacych, dla ktérych koszt budowy macierzy
(2.9) jest minimalny. Jest to istotna réznica w poréwnaniu do typowych sformutowan Me-
tody Momentow gdzie dyskretyzowane sa operatory catkowe. Czesto dyskretyzacja taka
jest bardziej pracochtonna od samego rozwigzania problemu. Dla kontrastu, metody siat-
kowe buduje si¢ na bazie sformutowania rézniczkowego a jako funkcji bazowych uzywa sie
falek Haara (FDTD,MRTD), wiclomianéw nizszego rzedu (FEM), czy tez, innego rodza-
ju falek, np. Battle-Lemarie [48] czy Daubechies [29]. Celem ponizszego podrozdziatu jest
przedstawienie wybranych metod siatkowych w kontekscie rzutowania Rayleigha-Ritza.
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2.2.1 Okreslenie metody siatkowej

Interesujace z punktu widzenia niniejszej pracy metody siatkowe bazuja na dyskretyzacji
rownan Maxwella w postaci rozniczkowej. Dyskretyzuje sie uktad réwnan pierwszego rzedu
z uzyciem bardzo prostych funkcji bazowych, ktore definiuje sie najczesciej przesuwajac i
skalujac w przestrzeni pewna funkcje macierzysta [81]. Popularne metody takie jak Metoda
Elementéw Skonczonych, a w szczegélnosci Metoda Elementow Brzegowych nie mieszcza si¢
w tych ramach, dlatego dla potrzeb dalszych rozwazan pojecie metod siatkowych zostanie
zawezone do takich technik jak FDTD, czy MRTD.

Niech dany bedzie operator rotacji V x, zdefiniowany jak w (1.28),

_9 9
0z 0Oy rf
0 0
Vxf = - _ 2.20
0z 0 Ox 't (2:20)
_9 8 °f
L Jdy Ox i

Jesli przyblizone wartosci pol elektrycznego E i magnetycznego H wyrazone sg w postaci
szeregu analogicznego do (2.18),

M
VEE =Y e, v™ (2.21a)
m=1
M
\/,EH = thwm (2.21b)
m=1

to projekcja uktadu réwnan Maxwella wyglada (w jednorodnym osrodku) nastepujaco:

M M

cV x Zemvm = —ijhmwm (2.22a)
k=1 k=1
M M

cV x thwm = ijemvm (2.22b)
k=1 k=1

Dokonujac rzutowania obu stron na wektory testujace, a doktadnie rownania Faradaya na
wektory w" a réwnania Ampera na v, otrzymuje sie macierzowy uktad rownan

c‘Le = —jw“"Mh (2.23a)
¢L™h = jw'Me (2.23D)

z macierzami zdefiniowanymi odpowiednio jako:

Lon = / WY % v d() (2.24)
Q
Y Mpn = /wmwndﬂ (2.25)
Q
M = / v d) (2.26)

Q
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Krétkiej dyskusji wymaga zwigzek °L i °L” (2.23). Wychodzac z tozsamosci wektorowej
Vivxw)=vVxw—uV XV (2.27)

spetnionej w kazdym punkcie dziedziny, mozna powyzszy warunek uczynié¢ globalnym po-
przez scatkowanie obu stron w obrebie dziedziny:

Vivxw)dQ= [ (vV xw)dQ — [ (wV x v)dQ2 (2.28)
[Stenam o5 o

Q Q

Lewa strona (2.28) na mocy twierdzenia Gaussa réwna jest calce powierzchniowej z v X w
przez zorientowana powierzchni¢ otaczajaca dziedzing ). Jedli iloczyn ten zeruje si¢ na
brzegu, albo jest do niego prostopadty, lewa strona (2.28) jest réwna zeru.

Niech funkcje bazowe v'™ i testujace w”™ bedg tak dobrane, aby przyjmowaly niezero-
we wartodci jedynie na niewielkim podobszarze dziedziny 2. Wtedy wigkszosé elementow
macierzy (2.24), (2.25) i (2.26) bedzie zerowa. Ponadto, niech funkcje te zdefiniowane sa
w szczegdlny sposob - z wykorzystaniem pewnej funkcji macierzystej u, zaleznej od jed-
nej tylko zmiennej przestrzennej. Wektory bazowe moga zostaé¢ zdefiniowane w przestrzeni
jako [48,49,81]:

v (z,y, 2) = u(x — my ) uly — moy)u(z —ms,) (2.29a)

wm(xa Y, Z) = u(az - mll,n)u(y - m;,n)u(z - m;;,n) (229b)

Zbiér ¢ M uporzadkowanych tréjek my ,,ma, i ms,, oraz "M, zawierajacy uporzadkowane
trojki my ,,,m5, 1 my,, mozna utozsamiac z podziatem dziedziny na siatke. Oczywiscie moz-
na zdefiniowa¢ izomorfizm miedzy zbiorem indekséw m (2.29) a elementami M i " M. Jako,
ze nie jest on jawnie uzywany w dalszych rozwazaniach, jego definicja zostanie pominieta.
Indeks funkeji bazowej (lub testujacej), w zaleznosci od uzytej funkcji macierzystej u, ma
mniejszy lub wiekszy zwiazek z jej potozeniem wewnatrz dziedziny. Jako skrajne przyktady
mozna podac z jednej strony zaprezentowana w poprzednim rozdziale siatke Yee, z drugiej
falke Battle-Lemarie o nieskoniczonym nosniku [48]. W ten sposéb wigkszo$é elementow
macierzy (2.24) ma warto$¢ réwna 0. Funkcje postaci (2.29), pozwalaja na automatyzacje
obliczania wspétezynnikow macierzy (2.9). Okazuje sie bowiem [25,48], ze dyskretyzujac
operator rotacji (2.20), odpowiednie elementy macierzy (2.9) mozna otrzymaé na podstawie

wspotezynnikow
a, = 7u(x)iu(x —n —d)dx (2.30)
7 dx
b, = /u(a:)u(:t —n)dx (2.31)

W powyzszych wyrazeniach, zatozono m;,, = n oraz m/ln = n —d. Stala d jest w tym
przypadku miara przesuniecia siatki glownej i dualnej. Macierz °L (2.24) zawiera elementy
(2.30), (2.31) oraz ich iloczyny. Generalnie jednak koszt numeryczny budowy takiej macie-
rzy radykalnie maleje. Dla typowo stosowanych funkcji bazowych, wspomniane wspotczyn-
niki sg stabelaryzowane, nie ma zatem koniecznosci kazdorazowego ich obliczania. T'worze-
nie macierzy °L jest szczegdlnie proste gdy wspoétezynniki b, sa réwne 0 dla n # 0. Wymaga
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to uzycia ortogonalnych funkcji bazowych i testujacych, co w swietle (2.29) mozna wyrazié
nastepujaco:
1 n=0

<u(x),u(r —n) >= {0 0t 0 (2.32)

Do funkcji o takich wlasnosciach nalezg wtasnie falki i stad proby budowy metod siatkowych
z ich uzyciem [28,29, 48].

Przedstawiony powyzej wywod dotyczy oczywiscie niektorych tylko metod siatkowych,
jednak te wtasnie sg szczegdlnie interesujace z punktu widzenia metod projekcji przed-
stawionych w nastepnym rozdziale. Bardzo popularna Metoda Elementéw Skonczonych
wymaga budowy operatora w bardziej kosztowny sposob, wspoétczynniki macierzy musza
bowiem by¢ obliczane indywidualnie dla kazdej z poddziedzin (elementu). Jest to cena jaka
placi sie¢ za tatwa mozliwosé analizy struktur o nietypowej geometrii.

2.3 Metoda Momentow w dziedzinie czasu

Metode Momentéw mozna zdefiniowaé w dziedzinie czasu, czyli dyskretyzowaé (metoda
Rayleigha-Ritza) nie tylko zmienne przestrzenne ale i czasowa. Schemat Rayleigha-Ritza
zastosowany w takiej sytuacji przewaznie wykorzystuje funkcje, gdzie zmiennos$é¢ czasowa i
przestrzenna sg rozseparowane, czyli np. pole elektryczne mozna opisa¢ zaleznoscig

N,M
E(r,t)= Y_ F"(r)f™(t) (2.33)
n=1m=1
Jako F(r) mozna podstawi¢ dowolne funkcje stosowane w Metodzie Momentéw. Natomiast
dobor funkeji £™(t) moze by¢ przeprowadzony dwojako. Po pierwsze, mozna uzy¢ funkcji
okreslonych na catej dodatniej pétosi np. wielomiany Laguerra [63,91]. Tego typu sformu-
towania, choé¢ stanowig absolutny margines sformulowan czasowych, stosowa¢ mozna do
analizy stanéw przejsciowych w strukturach rozpraszajacych. Co ciekawe, dyskretyzujac
w podobny sposéb odpowiedz impulsows np. struktury prowadzacej, mozna wyprowadzi¢
dobre warunki absorpcyjne dla metody FDTD [73, 74].

Typowe sformutowanie Metody Momentéw w dziedzinie czasu mozna by okresli¢ jako
Metoda Momentéw w przestrzeni i réznic skonczonych w czasie [68]. Zmienno$é czasowa
w rownaniach Maxwella zastepowana jest bowiem przyblizeniem réznicowym np. (1.2).
Podstawienie takie, przyktadowo dla réwnania Faradaya wyglada nastepujaco:

cAtRe" ! = —"M (h**! — h) (2.34)

Uzyskanie otwartego schematu, podobnego do FDTD (1.31) wymaga faktoryzacji macierzy
“M (2.25), co jest kosztowne numerycznie, cho¢ bywa stosowane, szczegblnie w implemen-
tacji Metody Elementéw Skonczonych w dziedzinie czasu [60]. Innym rozwiazaniem proble-
mu jest wybér bazy ortogonalnej, co daje jednostkowe macierze (2.25) i (2.26). Do funkcji
ortogonalnych naleza wtasnie wszelkiego rodzaju bazy falkowe, funkcje harmoniczne, czy
impulsy prostokatne. Kazda z wymienionych rodzin funkcji jest stosowana w elektrodyna-
mice obliczeniowej, odpowiednio w technice MRTD, PEE i FDTD.

Przykltad 2.1 Metoda Roéznic Skonczonych w dziedzinie czasu jako szczegdlny
przypadek Metody Momentéw. Jako przyktad tworzenia algorytmu siatkowego w opar-
ciu o projekcje Rayleigha-Ritza zostanie przytoczony przyktad tworzenia Metody Roéznic
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skonczonych w dziedzinie czasu. Niech dana bedzie funkcja macierzysta:

1, O<z<l1
u(x) = (2.35)
0, pozostate x

Na jej podstawie przestrzen bazowa i testujacg mozna utworzy¢ jako:

v'=u(lx—m) meZ (2.36a)

W = u(z —n— %) nez (2.36D)

Uzycie funkeji (2.36) sprawia, ze odpowiednie macierze metryczne (2.25),(2.26) sa ortogo-
nalne i jednostkowe, natomiast macierz °L (2.24), ma postaé

1 =
Ly, = m=mn (2.37)
-1 m+1=n

Oznacza to, ze dyskretyzacja Rayleigha-Ritza z uzyciem funkcji bazowych (2.36) daje do-
ktadnie taki sam rezultat, jak bezposrednia implementacja ilorazu réznicowego (1.2). Po-
dobne rozwazanie mozna spotkaé w literaturze, np. [49,81].

2.3.1 Metody siatkowe wykorzystujace falki

Falki, jako funkcje bazowe sa szeroko stosowane w roznych dziedzinach przetwarzania
sygnalu. Szczegodlnie w obszarach zwigzanym z przetwarzaniem dzwigku i obrazu falki staty
sie typowym narzedziem [33,101]. W elektrodynamice obliczeniowej podejmowane byly
liczne proby ich uzycia jako alternatywy FDTD [28,48], jak dotad nie zdobyly one jednak
szerszej popularnosci.

Falki jako funkcje bazowe

Niech dany bedzie ciag podprzestrzeni I o wtasnosci
K cemtt (2.38)
Funkcja f(x) nalezaca do przestrzeni K™ ma wtasnosci:

f(r) e K" & £(27) € K™t (2.39)
flx) e K" < f(x—n) e K™ (2.40)

Aby zagwarantowa¢ mozliwos¢ aproksymacji dowolnej funkcji z £o za pomoca elementow
przestrzeni K™, konieczne jest, aby topologiczne domkniecie iloczynu uogdlnionego prze-
strzeni K™ byto réwnowazne z L,. Zaklada sig, ze istnieje réwniez funkcja g(x), taka, ze
zbiér

{g(x —n), ne Z} (2.41)

rozpina przestrzen IC™. Z funkcji {g(z — n)} mozna utworzyé¢ baze ortogonalna. Z kolei wta-
snosé (2.39) oznacza, ze zageszczajac funkcje mozna budowaé kolejne przestrzenie, ktore
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pozwalaja coraz doktadniej przyblizaé¢ szybkozmienne funkcje. Aproksymacja funkcji wol-
nozmiennych moze natomiast by¢ dokonana z uzyciem niewielu funkcji bazowych. Niech
bedzie ustalona przestrzen K° i funkcja macierzysta ¢(z) (scalet) taka, ze rodzina funkcji

Pn(r) =d(xr—n) necZ (2.42)
rozpina przestrzen K°, oraz
[ é@)éte —n)dz =5, (2.43)

7 kolei falky (wavelet) bedzie nazywana funkcja 1) (x) nalezaca do IC', ortogonalna wzgledem
przesuniecia (2.43), ktérej przesuniecia (2.40) rozpinaja przestrzein '\ IKC°. Odpowiednio,
falki wyzszych rzedéw definiuje sie jako ortogonalne wzgledem przesuniecia funkcje bazowe
przestrzeni K™\ I 1. W typowych zastosowaniach nie rozréznia sie funkcji macierzystej
od falek, traktujac ja jako falke rzedu zerowego.

Jak wida¢, wtasnosci te doskonale przystaja do postulowanych w podrozdziale 2.2. Stad,
liczne préby zaadaptowania ich do celéw elektrodynamiki obliczeniowej [28,29,48,81,97].
Najszerzej dyskutowane w literaturze byty falki Haara [28,97], byty tez préby zastosowania
falek Daubechies [29] oraz, Battle-Lemarie [48]. Powazna wada wigkszosci z nich jest znacz-
na rozciggltos¢ w przestrzeni, co powoduje koniecznos¢ zdefiniowania wielu wspotezynnikow
a, (2.30). Przyktadowo, jesli FDTD wymaga zdefiniowania 2 wspétczynnikéw, schemat cza-
sowy z uzyciem falek Haara pierwszego rzedu [28] czterech, natomiast algorytm z falkami
Battle-Lemarie [48] juz 18. Autorzy utrzymuja, ze zastosowanie wspomnianej bazy pozwala
obnizy¢ liczbe funkcji na dtugosé fali do granicy Nyuquista, co jednak, zwazywszy na ilos¢
operacji zmiennoprzecinkowych na jedna zmienna, nie poprawia wydajnosci obliczeniowej
wspomnianego algorytmu.

Jako, ze falki nie sa gtownym tematem niniejszej pracy, ich tworzenie, ktére jest bardzo
zmudng operacja nie bedzie szczegbétowo omoéwione. Odpowiednie wyprowadzenia mozna
znalez¢ w [81] czy [21]. Przyktady za$ uzycia ich w algorytmach hybrydowych dyskutowane
beda w nastepnym rozdziale.

2.4 Projekcja w przestrzeni R"

Do tej pory przedstawiono zarys Metody Momentéw zdefiniowanej w przestrzeni cigglej
Lo, czyli tak, jak przewaznie prezentuje si¢ ja w literaturze. Trzeba jednak pamigtaé, ze
formalizm Rayleigha-Ritza jest zdefiniowany dla kazdej przestrzeni wyposazonej w iloczyn
skalarny, w szczegdlnosci zatem R". Zastosowanie metod siatkowych do dyskretyzacji za-
gadnien brzegowych prowadzi do zdefiniowania uktadéw rownan badz probleméw wtasnych
o ogromnych rozmiarach, za to z macierzami rzadkimi. Zagadnienia te wymagalty rozwoju
nowych technik obliczeniowych, skoncentrowanych na wydajnym rozwigzywaniu probleméw
macierzowych. W wickszosci przypadkéw sg to metody iteracyjne. Generalnie metody te
mozna podzieli¢ za [4,32] na stacjonarne, bazujace na metodzie Jacobiego i Gaussa-Seidla
oraz niestacjonarne, wywodzace sie z technik podprzestrzeni Krytowa czy tez sformutowa-
nia Jacobiego-Davidsona. Pierwsza grupa algorytméw jest prosta w implementacji, jednak
ich staba wydajnos¢ w zagadnieniach elektrodynamiki obliczeniowej sprawia, ze praktycznie
nie s stosowane. Metody niestacjonarne, coraz popularniejsze w zastosowaniach inzynier-
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skich, sg natomiast mocno zwiazane z koncepcja rzutowania Rayleigha-Ritza. Stad, dalsza
czes¢ rozdzialu poswiecona jest dyskusji projekcji wiasnie w przestrzeni R".

2.4.1 Rzutowanie operatoréw w przestrzeni R"

Niech dana N-wymiarowa przestrzen euklidesowa bedzie wyposazona w standardowy

iloczyn skalarny
N

<V, W >= ) 0w, (2.44)

n=1

Operacje (2.44) mozna réwnowaznie zapisa¢ w notacji wektorowej jako
<v,w>=vlw (2.45)

Rzutowanie operatora macierzowego A (2.9), prowadzace do zdefiniowania macierzy L,
mozna w przestrzeni euklidesowej opisaé¢ zaleznoscia

Upn = W' AV™ (2.46)

Cata przestrzen bazowa, rozpieta na wektorach v moze by¢ zapisana w postaci macierzy,
ktorej kolejnymi kolumnami sa wektory v,

V= [V v VY] (2.47)
Odpowiednio, macierz definiujaca przestrzen testujacag ma postac:
W= [w!|w?| ... |w"] (2.48)

Bezposredni rachunek pokazuje, ze rzutowanie Rayleigha-Ritza operatora A, (2.46) mozna
wyrazi¢ zwiezle jako

L =WTAV (2.49)

Formalnie (2.49) nie rézni si¢ od (2.9), jednak obszary zastosowan rzutowania w obu prze-
strzeniach sg catkowicie odmienne.

2.4.2 Algorytmy wykorzystujgce rzutowanie w R"

Do znanych algorytméw wykorzystujacych rzutowanie (2.49) mozna zaliczy¢ niestacjo-
narne metody rozwiazywania uktadéw réwnan, w szczegblnosci GMRES 1 MINRES [8,94],
probleméw wlasnych (metody Arnoldiego/Lanchosa i Jacobiego-Davidsona) [4]. Rzutowa-
nie w R" wykorzystuje sie rowniez w algorytmach redukcji rzedu modelu [52,62].

Iteracyjne metody rozwigzywania rownan i zagadnien wlasnych

Istota niestacjonarnych, iteracyjnych algorytmow jest rozwigzanie zredukowanego pro-
blemu opisanego macierzg, L,
IL=VTAV (2.50)

w miejsce A. Przewaznie w kazdej iteracji przestrzen V, rozpigta na kolumnach macierzy
V., powiekszana jest o jeden wektor bazowy az do uzyskania zbiezno$ci, czyli zalozonej war-
tosci normy wektora residualnego (2.6). Techniki iteracyjne r6znia sie miedzy soba gtéwnie
sposobem doboru przestrzeni V.
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Najpowszechniejszymi metodami wykorzystujacymi rzutowanie operatoréw macierzo-
wych w R" sg iteracyjne algorytmy rozwiazywania uktadéw réwnan, takie jak GMRES,
MINRES i pokrewne metody szukania wartosci wlasnych [4,8,32,94]. Wspélna ich cecha
jest rozwigzywanie problemu w podprzestrzeni Krylowa zdefiniowanej jako

K =[b[Ab|A%| .. ] (2.51)

gdzie b jest arbitralnie ustalonym wektorem startowym, lub pobudzeniem, w przypad-
ku rozwigzywania uktadéw réwnan. Rzutowanie Galerkina operatora A na podprzestrzen
(2.51) prowadzi do tworzenia YL w postaci macierzy Hessenberga, czyli (prawie) trojkatnej
goérnej. Co wiecej, gdy A jest symetryczna, wynikowa macierz ?L jest trojdiagonalna. W obu
przypadkach rozwigzanie tak zredukowanego problemu jest bardzo proste i niewymagajace
numerycznie. Caly cigzar obliczeniowy w metodach Krytowa zwiazany jest z koniecznoscig
ortogonalizacji bazy utworzonej w sposob (2.51). Z uwagi na fakt, ze kolejne wektory bazy
Krytowa zbiegaja sie dosé¢ szybko do wektora wlasnego skojarzonego z najwicksza wartoscig
wlasng operatora, ortogonalizacja taka jest kosztowna i podatna na btedy.

Algorytm Jacobiego-Davidsona

Wiérod iteracyjnych metod rozwigzywania probleméw wtasnych warto zwrdcié uwage na
algorytm Jacobiego-Davidsona [4]. Jest on bardzo wydajny w przypadku szukania wartosci
wlasnych ze srodka widma macierzy, czyli w sytuacji typowo spotykanej w elektrodynamice
obliczeniowej. Zerowe warto$ci wtasne, wystepujace w wielu sformutowaniach elektroma-
gnetycznych radykalnie pogarszaja bowiem wydajno$¢ metod przestrzeni Krylowa, nato-
miast ich wplyw na algorytm Jacobiego Davidsona jest znacznie mniejszy. Z tego powodu
algorytm ten zostanie oméwiony ponize;j.

W technice Jacobiego-Davidsona przestrzen rzutows V uzyskuje sie w nastepujacy spo-
s6b. Niech bedzie zdefiniowana macierz ¥~V o M — 1 kolumnach. Przyblizone wartosci
wlasne A mozna znalezé rozwiazujac problem wlasny opisany macierza (2.50). Uzyska-
na wartos¢ wlasna Ao (najblizsza poszukiwanej) pozwala zdefiniowa¢ nastepujacy uktad
rownan

(A= XDf=0 (2.52)

W przypadku gdy Ao rzeczywiscie jest warto$cia wlasna, rozwiazaniem (2.52) jest wektor
wlasny odpowiadajacy tej warto$ci. Wartosé Ag jest jednak obarczona btedem. Z tego po-
wodu (2.52) rozwiazuje si¢ w sposob przyblizony, z niewielka doktadnoscia, a uzyskany w
wyniku wektor f powicksza przestrzen rozpieta przez kolumny macierzy -1V

MV = M| (2.53)

Procedure te powtarza sie az do uzyskania zbieznosci. Aby unikna¢ rozrastania sie problemu
(2.50) wraz ze wzrostem liczby iteracji, usuwa sie wybrane wektory bazowe, aby rozmiar
przestrzeni rzutowej nie przekroczyt pewnego, zatozonego z gory rozmiaru. Sformutowanie
Jacobiego-Davidsona omoéwione powyzej nie wymaga faktoryzacji macierzy w przypadku
obliczania wartosci wtasnych z dolnej czesci widma, co pozwala na analize bardzo duzych
problemoéow przy niewygoérowanych wymaganiach pamigciowych.



Rozdziat 3

Dyskretna projekcja operatoréow
roéznicowych

W poprzednich rozdziatach zaprezentowano dwie koncepcje dyskretyzacji problemdow
elektrodynamicznych. W rozdziale 1 przedstawiono geneze¢ i podstawowe sformutowania
Metody Roéznic Skonczonych, bazujacej na przyblizeniu pochodnej ilorazem réznicowym.
W kolejnym rozdziale 2 w skrécie opisano metody projekcji operatoréw cigglych i dys-
kretnych, bazujace na rzutowaniu Rayleigha-Ritza. Zaréwno Metoda Momentow, niektére
algorytmy siatkowe, a takze iteracyjne algorytmy rozwigzywania uktadéw réwnan i proble-
mow wirasnych mozna wyrazi¢ w formalizmie przedstawionym w poprzednim rozdziale.

Przedstawienie Metody Roéznic Skonczonych jak i Metody Momentéw miato na celu
przygotowanie do oméwienia metod dyskretnej projekcji, bedacej trescig niniejszej pracy.
W ponizszym rozdziale zostang przedstawione oryginalne propozycje oraz przedyskutowa-
ne ich zalety i ograniczenia. Techniki wywodzace si¢ z projekcji w skonczenie wymiarowe;j
przestrzeni Hilberta R"™ mozna wzbogaci¢ w oparciu o idee wprowadzone w metodzie mo-
mentéw. Jak pokazano w rozdziale 2, dotychczas stosowane algorytmy projekcji w R"™
wykorzystuja podprzestrzenie wygenerowane w sposob automatyczny (Metody podprze-
strzeni Krylowa, Jacobiego-Davidsona, ENOR), tymczasem stosunkowo latwo mozna je
konstruowa¢ wykorzystujac znane lub przewidywane wlasnosci rozwiazania. Jest to filo-
zofia znacznie blizsza klasycznej metodzie momentow niz znanym algorytmom projekcji
dyskretne;j.

3.1 Relacja rzutowania w przestrzeni cigglej i dys-
kretnej

Wstepem do omdwienia metod proponowanych w niniejszej rozprawie bedzie dyskusja
numerycznego obliczania elementéw macierzy Rayleigha-Ritza (2.9) w przestrzeni nieskon-
czenie wymiarowej Lo. Jest to przypadek o tyle istotny, ze pozwala uwypukli¢ relacje miedzy
rzutowaniem w R" 1 L.

Obliczenie wspotezynnikéw macierzy Rayleigha-Ritza (2.9) w wigkszosci przypadkéw
wymaga zastosowania metod przyblizonych, w szczegdlnosci catkowania numerycznego. Z
punktu widzenia niniejszego rozdziatu istotne jest odroznienie projekcji operatora catkowe-
go od rézniczkowego (badz sprowadzalnego do rézniczkowego). Pierwszy przypadek dotyczy
przewaznie probleméw otwartej przestrzeni, gdzie dyskretyzuje si¢ funkcje Greena, drugi
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natomiast zwigzany jest z definiowaniem metod siatkowych, interesujacych z punktu widze-
nia dyskretnej projekcji. Zostanie rozwazona projekcja operatora rozniczkowego pierwszej
pochodnej D, kluczowego w definiowaniu metod siatkowych rozwazanych w podrozdziale
2.2. Do wyznaczenia macierzy (2.9) dla metody siatkowej wymagane jest obliczenie naste-
pujacego wyrazenia (2.30):

Tl

Ly = / o (2)-Lvm () da (3.1)
. dx

Przyblizong wartosci catki (3.1) mozna wyznaczy¢ kilkoma sposobami, w tym metoda Simp-

sona czy metoda trapezéw [13]. Metode trapezéw mozna uproscié¢, zaktadajac przyblizenie

catkowanej funkcji odcinkami o statej wartosci, czyli uzywajac prostokatéw zamiast tra-

pezéw. Zaktadajac zatem, ze w niewielkich przedziatach o dtugosci Ax funkcja £(x) jest

stata, mozna zapisaé
To+AT

1
f(x)de ~ f(z, + §Ax)Ax (3.2)
gdzie x, jest pewnym punktem pomiedzy zo a 1 — Az (3.1). Sumujac wartosci (3.2) dla
catego catkowanego przedzialu dostaje si¢ przyblizong wartosé¢ catki

I= 7f(x)dx (3.3)

jako sume
N 1
I~ f(xo+ §Ax + nAzx)Az (3.4)
n=1

Z twierdzenia Rolle’a wiadomo, ze na odcinku (x,,z, + Ax) istnieje pewien punkt &, w
ktérym funkcja przyjmuje wartos¢ réwng wartosci sredniej we wspomnianym przedziale.
Te wlasnosé wykorzystuje si¢ definiujac catke Riemanna jako granice ciagu

T N
/f(l’)dl’ = J\}l—{noonglf(xo + TLAN)AN AN =

o

T — Zo

N

(3.5)

dla coraz gestszych podziatéw Ay. Twierdzenie Rolle’a gwarantuje zbieznos$é (3.5) przy
odpowiednich wymaganiach odnosnie ciggtosci £(x) [64]. Dla przedziatéw o dlugosci Ax
zmierzajacych do zera przyblizenie (3.4) zbiega sie do poszukiwanej wartosci catki. Wynika
stad, ze zalezno$¢ (3.4) bedzie zatem dawala coraz doktadniejszy wynik, w miare zmniej-
szania kroku dyskretyzacji przestrzennej Awx.

Wzoér (3.4) mozna zastosowaé do obliczenia calki z iloczynu dwéch funkcji £(x) oraz
g(x), czyli do numerycznego przyblizenia iloczynu skalarnego w Lo (2.11). Zachowujac
probkowanie funkeji (3.2), mozna zapisaé

Y al 1 1
/ £(2)g(a)dr ~ 3 £( + A7 +nAz)g(wo + 307 + ndr)Ar (3.6)
o n=1
Jezeli wektory f i g w N wymiarowej przestrzeni euklidesowej sa zdefiniowane tak, ze
zawierajg probki funkcji £(z) i g(x) w punktach zg + Az + nAzx

1
fo=f(x0 + §Ax + nAx) (3.7)

1
Gn = g(xo + §Ax + nAzx) (3.8)
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prawa strona (3.6) jest rownowazna, z doktadnoscia do statej multiplikatywnej Az, iloczy-
nowi skalarnemu wektoréw f i g w R". Traktujac (3.7) jako odwzorowanie (homomorfizm)
z Lo w R" okazuje sie, ze iloczyny skalarne w tych przestrzeniach moga by¢ asymptotycznie
rownowazne, tj. dazy¢ do tej samej wartosci w miare zmniejszania kroku dyskretyzacji Ax.

Powyzsze spostrzezenia zostang teraz wykorzystane do budowy algorytmu siatkowego,
bazujacego na projekcji operatora pierwszej pochodnej, jak to opisano w rozdziale 2.2.
Niech w(z) i v(z) sa odpowiednio funkcjami testujacymi i bazowymi definiujacymi me-
tode siatkowa, zgodnie z regutami przedstawionymi w podrozdziale 2.3. Poszukiwane sg
wspotezynniki a,,, zdefiniowane nastepujaco

Uy = / w(a:)%v(a: i —d)de (3.9)

Wartosé wyrazenia (3.9) mozna wyznaczy¢ numerycznie korzystajac z dyskretnego ope-
ratora pierwszej pochodnej D (1.23). Zalezno$é (3.9) mozna zatem przepisaé w postaci
macierzowej jako

an, ~ wl Dv" (3.10)

gdzie
Wy, = W(%Ax—i-mAx—l—xo) (3.11a)
vt =v(mAzr —n —d+ xg) (3.11Db)

Wektory bazowe v zwieraja probki v w punktach odpowiadajacych weztom siatki gtéwnej,
natomiast wektor testujagcy w zawiera wartosci funkcji w weztach siatki dualnej. Dzieki
temu, zarowno elementy w jak i Dv" zdefiniowane sg w tych samych punktach przestrzeni,
co pozwala zastosowaé zaleznosé (3.6).

7 przedstawionych powyzej rozwazan wynika, ze projekcja ciggta operatora pierwszej
pochodnej moze by¢ przyblizana dyskretna projekcjg (3.10) operatora pierwszej pochodnej
w przestrzeni R". Jest to ten sam operator, ktory jest uzywany w metodzie réznic skon-
czonych. Jest to bardzo wazne spostrzezenie, gdyz algorytmy siatkowe takie jak FDTD czy
MRTD, definiuje si¢ wtasnie w oparciu o projekcje operatora pierwszej pochodne;j.

3.1.1 Calkowanie numeryczne w formalizmie macierzowym

Opisane powyzej sformutowanie mozna uogo6lni¢ na dowolne bazy i operatory roézniczko-
we. W szezegélnosci, wyznaczanie macierzy Rayleigha-Ritza (2.9) metoda momentéw dla
operatora rotacji moze by¢ dokonane za pomoca dyskretnej projekcji macierzy D (1.23),
zdefiniowanej dla Metody Roéznic Skonczonych. Niech wektory bazowe v zawieraja probki
funkcji bazowych v" okreslone w weztach siatki réznicowej. Podobnie, niech wektory te-
stujace w" stanowia dyskretna wersje funkcji w” (2.29). Projekcje operatora dyskretnego
D

Ly = W' Dv™ (3.12)

mozna wyrazi¢ w spojnej notacji macierzowej. Definiujgc macierze projekcyjne Vi W jako
V:{Vl‘vﬂ...‘vM} (3.13)

W:{Wl‘wﬂ...‘wM} (3.14)
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mozna przepisa¢ (3.12) w zwiezlej postaci
‘L=W'DV. (3.15)

Réwnanie (3.15) jest identyczne z (2.49). Oznacza to, ze projekcje dyskretng operatora
roznicowego mozna jednoczesnie traktowaé jak catkowanie numeryczne, opisane w podroz-
dziale (3.1) i bardziej abstrakcyjnie, jako projekcje macierzy w przestrzeni Hilberta (roz.
2.4). Réwnanie (3.12) mozna zatem jednoczesnie traktowaé jako szczegblny przypadek, czy
wrecz aproksymacje numeryczng Metody Momentow jak i abstrakcyjna projekcje opera-
tora na podprzestrzen rozpieta na wektorach stanowigcych kolumny macierzy V. Taka
szczegblng wlasnosé, o czym nalezy pamieta¢, maja jedynie operatory zbudowane na bazie
schematu réznic skonczonych.

Przyklad 3.1 Ponizej zostanie zaprezentowany elementarny przyktad, ktéry dobrze ilu-
struje relacje miedzy projekcja Rayleigha-Ritza a catkowaniem numerycznym. Niech dany
bedzie operator drugiej pochodnej A = %. Rozwazona zostanie projekcja Galerkina A na
przestrzen rozpieta na funkcjach harmonicznych v = sin(nz). Dla uproszczenia, problem
zostanie zdefiniowany na przedziale x € (0,7) z zerowymi warunkami brzegowymi. Odpo-
wiada to zagadnieniu drgania struny umocowanej na koncach (dla matych wychylen), ale
takze zagadnieniu wlasnemu dla rodzajow T'E,, o w falowodzie prostokatnym. Poszukiwane

wartosci wlasne problemu ze wspomnianymi warunkami brzegowymi sa znane analitycznie

i sa rowne odpowiednio 1%, 22, 3% . ... itd. Projekcja (2.9) operatora A
Ly = /sin(nx)ﬁ sin(max)dx (3.16)
x

0

daje macierz diagonalng, co wynika z faktu, ze funkcje harmoniczne sg funkcjami wtasnymi
operatora drugiej pochodnej i jednoczesnie sg ortogonalne. Elementy macierzy °L rowne sa
odpowiednio

n? n=m
“Lym = (3.17)
0 n#m

Elementy na diagonali odpowiadajg kolejnym wartosciom wlasnym operatora %. Aby za-
pisa¢ (3.16) w przestrzeni dyskretnej, trzeba zdefiniowaé operator macierzowy A, bedacy
odpowiednikiem A. Mozna go zapisa¢ wykorzystujac schemat réznicowy dla drugiej po-
chodnej (1.8), jako

1
Ax?
0 lm —n|>1

Dla dziedziny podzielonej na N + 2 wezly (wlaczajac w to wezly brzegowe o wymuszo-

nej wartosci réwnej zero), krok siatki Az réwny jest ~o1- Wektory bazowe do projekeji
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dyskretnej majg postac
sin(mAx)
sin(2mAx)

o sin(37:nA:E) (3.19)

sin(m(N‘— 1)Ax)
sin(mNAx)

i pozwola zdefiniowa¢ macierz projekcyjna V analogicznie do (3.13). Projekcja
IL=VTAV (3.20)

macierzy (3.18) ma bardzo cickawe wtasnosci [32,65]. Okazuje si¢ bowiem, ze wektory v
(3.19), bedace prébkami funkcji harmonicznych, sa wektorami wtasnymi operatora A. Wy-
raznie widoczna jest tu analogia miedzy ciagta i dyskretng projekcja, zarowno w kontekscie
przyblizenia (3.4) jak z relacji (3.19) miedzy wektorami wlasnymi obu sformutowari. War-
tosci wlasne, bedace jednoczesnie elementami diagonalnymi macierzy “L (3.20), opisuje
wzor [65]

2 nm
U = —— (1— ( )) =1.N 21
7 AL coS N1 n (3.21)

Zaleznosé miedzy (3.21) a (3.17) moze zosta¢ wykorzystana do szacowania dyspersji sche-
matéw réznicowych, co bezposrednio zastosowano w [45]. Funkcje harmoniczne szczegdlnie
czesto pojawiaja sie w rozwigzaniach problemow elektrodynamicznych, dlatego przedsta-
wiony powyzej przypadek ma duze znaczenie praktyczne, w szczegélnosci w kontekscie
technik PEE [68,69] szeroko dyskutowanych w niniejszej pracy.

Przyktad 3.2 Niech ten sam problem, opisany operatorem drugiej pochodnej A, z wa-
runkami brzegowymi zdefiniowanymi jak w poprzednim przyktadzie, bedzie rozwigzany w
podprzestrzeni rozpietej na wielomianach p™(z) postaci,

m 20 —m\™
P (z) = ( ) (3.22)
T
Aby funkeji (3.22) mozna bylo uzyé do budowy przestrzeni projekcyjnej, nalezy je zmo-
dyfikowaé tak, aby spetnialy zatozone (zerowe) warunki brzegowe. Mozna to osiagnaé, np.
tworzac funkcje bazowe jako:

() = {pm<x>

-1 m parzyste
p™(z) — p™"%(x) m nieparzyste

(3.23)

Odpowiednio, dla projekcji dyskretnej operatorem wyjsciowym jest macierz A (3.18), repre-
zentujaca druga pochodna. Wektory bazowe v zdefiniowano jako probki (3.23) w weztach
siatki, czyli

vt =v" (nAx) (3.24)

n

Macierz projekcyjna V zbudowano analogicznie do (3.13). Rozwiazano problem wlasny sto-
sujac 10 wektoréw bazowych, zarowno w przestrzeni ciagtej, jak i dyskretnej. Otrzymane
wartosci wtasne obliczono dla roznych gestosci siatki réznicowej IV, okreslonych przez liczby
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weztéw dla ktorych zostata zdefiniowana macierz A. Zgodnie z (3.4), wraz ze wzrostem N
powinna rosnaé takze doktadnos¢ aproksymacji macierzy °L otrzymanej przez projekcje w
przestrzeni cigglej, a co za tym idzie, wartodci wtasne problemu dyskretnego i ciggltego po-
winny sie zbliza¢. W tabeli 3.1 poréwnano btedy w okresleniu kolejnych wartosci wtasnych,
a doktadnie pierwiastkow z wartosci wlasnych macierzy (3.18) rzutowanej na podprzestrzen
rozpieta na wektorach (3.24). Poréwnano pierwiastki z kolejnych wartosci wtasnych, gdyz
w typowych zagadnieniach majg one przejrzysta interpretacje fizyczna, np. czestotliwosci
rezonansowych. Wykonano test dla rzutowania w przestrzeni ciagtej oraz dyskretnej, dla
réznej liczby weztéw N, dla ktérych operator (3.18) byt zdefiniowany. Wielko$¢ N, choé nie
pojawia si¢ jawnie w problemie po rzutowaniu ma jednak wplyw na doktadnos¢ rozwiaza-
nia. W dalszej czesci pracy pierwotna siatka réznicowa operatora modyfikowanego metoda
projekcji bedzie nazywana siatks tta. Zgodnie z weze$niejszymi rozwigzaniami, zdefiniowa-
nie gestej siatki tta poprawia doktadnosc.

TABELA 3.1: Bfedy w okresleniu pierwiastkéw z wartosci wtasnych otrzymanych w wyniku rzutowania
problemu wtasnego (3.25) na podprzestrzen rozpieta na wielomianach (3.23). Wyniki, odniesione do
rozwigzania analitycznego, przedstawiono dla réznych gestosci siatki réznicowej tta IV, a takze dla
projekgji ciagtej (PC).

| PC | N=20 | N=50 | N=100 | N=200 | N=500 |
1e8 [ -0.11 [ -0.02 [ 4.2e2 | -le3 | -2¢4
-1e-8 | -0.46 | -0.07 | -0.02 | -4.2e-3 | -Te-d
2.2e-7 | -1.02 | -0.15 | -0.04 |[-9.3e-3 | -1.5e-3
2.2¢4 | -1.81 | -0.27 | -0.07 | -0.02 |-2.5e-3
0.15 | -2.81 [ -0.38 | -0.05 | 0.03 | 0.06
0.57 | -4.01 | -046 | 0.03 | 015 | 0.18
16 | -3.78 | 339 | 449 | 476 | 484
29 | 516 | 5.04 | 670 | 712 | 7.4
235 | 5.26 | 41.02 | 49.24 | 51.47 | 52.11

blad [%]

Wartos$é \
OO0 J| | U x| W[N] =

m

Wektory bazowe v™ uzyte w omawianym przykltadzie (3.24) nie sa do siebie ortogo-
nalne, zarowno w przestrzeni ciagtej jak i dyskretnej. Oznacza to konieczno$¢ rozwiazania

uogolnionego problemu wtasnego. W przestrzeni R"™ wyglada on nastepujaco:
“La = Vv (3.25)

Macierz VIV 7z prawej strony (3.25) odpowiada macierzy metrycznej (2.26). Zaréwno z
punktu widzenia wydajnosci jak i mozliwosci zastosowania rzutowania dyskretnego algo-
rytmach czasowych, wskazana jest likwidacja macierzy z prawej strony (3.25). Postulat ten
mozna spetni¢ konstruujac ortogonalng macierz projekcyjng V. Niech baza wielomianowa
v (3.23), zostanie zmodyfikowana tak, aby wykorzystaé ortogonalne wielomiany w miejsce
zdefiniowanych w (3.23). Macierz z prawej strony (3.25) jest wtedy jednostkowa, przynaj-
mniej w przestrzeni cigglej. Nalezy bowiem zauwazy¢, ze jakkolwiek iloczyn skalarny w R™
(2.44) przybliza iloczyn skalarny w Lo (2.11), jednak dla skoniczonych krokéw siatki nie
sa one rowne. W szczegoélnosci zatem, wektory ortogonalne w przestrzeni ciagltej Lo, po
dyskretyzacji (3.24) moga nie by¢ ortogonalne w R". Aby zobrazowaé¢ problem, powtérnie
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rozwigzano poprzednie zagadnienie, uzywajac ortogonalnych funkcji q”(x), wygenerowa-
nych ortogonalizujac p™(x) (3.22) metoda Gramma-Schmidta. Otrzymane w ten sposéb
wielomiany q"(x) mozna zapisaé jako:

¢'(r) = § (22" V05
1
2r) = =2%V/10
! g ) X (3.26)
q*(z) = 3 (§$3—$5—§x> V1155

Maja one dos¢ ztozong postaé, przytoczono zatem tylko kilka funkcji nizszego rzedu. Pro-
jekcja ciagta problemu (3.16) z uzyciem funkcji v™(z)=q"(x) prowadzi oczywiscie do iden-
tycznych wynikéw, jak przedstawiono w tabeli 3.1. W przypadku projekcji dyskretnej, or-
togonalnosé odpowiadajacych (3.26) wektorow q™ jest zaburzona, czyli nadal powinien by¢
rozpatrywany uogoélniony problem wtasny. W praktyce pozadiagonalne elementy macierzy
VTV dla wickszych rozdzielczodci siatki tla sa na tyle male, ze mozna je pomingé. Ich
wplyw mozna oceni¢ porownujac wyniki w tabelach 3.1 1 3.2. W tabeli 3.2 przedstawiono
wyniki uzyskane dla projekcji z uzyciem macierzy projekcyjnej, zawierajacej probki funk-
cji 9™ (3.26). Rozwigzano zagadnienie wlasne, zaktadajac jednostkowa macierz metryczna.
Dla oceny btedu jaki wprowadza zatozenie o ortogonalnosci V, w tabeli 3.2 podano naj-
wicksza pozadiagonalna wartoéé macierzy VI V. Jak wida¢, dla rozmiaru siatki tta powyzej
N = 50 zastosowane uproszczenie praktycznie nie wptywa na doktadnos¢. Problem utraty
ortogonalnosci po probkowaniu zaczyna by¢ istotny, dla matych gestosci siatki, rzedu kilku
czy kilkunastu oczek, a jak zostanie pokazane pozniej takie wtasnie przypadki przewaznie
wystepuja w problemach elektrodynamicznych omawianych w dalszej czesci pracy.

TABELA 3.2: Poréwnanie btedéw w okresleniu wartosci wiasnych w przypadku wykorzystania orto-
gonalnej i nieortogonalnej bazy projekcyjnej w postaci probek wielomianéw. Wyniki otrzymane przez
rozwigzanie nieuogdlnionego problemu witasnego rozwigzanego w przestrzeni rozpietej na wielomianach
q(x) poréwnano z rezultatami z poprzedniego przyktadu 3.2. Zaznaczono btad w okresleniu pierwiastka
z warto$ci wtasnej oraz réznice btedéw miedzy omawianym rozwigzaniem a przyktadem 3.2. Dodatko-
wo, zaznaczono réwniez wartoéé najwiekszego pozadiagonalnego elementu macierzy V'V,

N=20 N=50 N=100 N=200
maxd VIV - 0.333 1.14e-4 7.42e-4 4.56e-5
diag(VTV)}
Xoan  |lerr. [%]| A err. |lerr. [%]| A err. |lerr. [%]| A err. |lerr. [%]| A err.
1 -0.114 |2.36e-05(|-0.0171]9.99e-09 ||-0.0042| 5.07e-09 |[-0.00104|5.06e-09
2 -0.456 [0.00113 {|-0.0685]1.35e-07 ||-0.0168 |-1.88e-08|[-0.00415-1.94e-08
3 -1.02 [0.00201 {| -0.154 |-3.39e-06(]-0.0378|-1.28e-07{-0.00934|8.01e-08
4 -1.84 | 0.0228 || -0.274 |-3.64e-05]| -0.067 |-2.23e-06| -0.0165 |-2.35e-07
5 -2.93 | 0.128 (| -0.377 | 0.00116 ||-0.0461| 6.49e-05 || 0.0347 |3.98e-06
6 -5.32 | 1.31 || -0.464 | 0.00394 || 0.0299 |0.000213| 0.15 | 1.5e-05
7 -7.42 3.65 3.4 |-0.00859|| 4.49 [|-0.000492| 4.76 |-3.39e-05
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3.1.2 Budowa bazy w oparciu o znane wlasnosci rozwigzania

Bazy projekcyjne dla zagadnien zdyskretyzowanych metoda réznic skonczonych mozna
budowaé¢ miedzy innymi w oparciu o znane wtasnosci rozwigzania, w szczegolnosci rozkta-
dy pdl elektromagnetycznych. Ponizej naszkicowana zostanie ogdlna koncepcja tworzenia
tego typu przestrzeni, ktoéra jest charakterystycznym elementem proponowanych sformuto-
wan. Najprosciej idee wykorzystania wtasnosci rozwigzania do tworzenia baz projekcyjnych
mozna zaprezentowac, rozwazajac problem swobodnie zwisajacej liny, zawieszonej jak po-
kazano na rys. 3.1. Mozna spodziewac sie, ze rozwiazanie da sie znalezé w przestrzeni roz-
pietej na funkcjach f(z) = 2?". W istocie, doktadne rozwiazanie, opisane funkcja cosh(zx),
mozna przyblizy¢ wspomnianymi funkcjami potegowymi np. rozktadajac cosh(z) w szereg
McLaurina. Wida¢ wtedy, ze stosunkowo krotkie rozwinigcie pozwala przyblizy¢ rozwiaza-
nie z duzg doktadnoscia. Niestety, w problemach elektromagnetycznych rzadko zdarzaja si¢
przypadki tak oczywiste jak wspomniane zagadnienie. Metoda siatkowa jaka jest Metoda
Réznic Skonczonych ma jednak wiele cech, ktore utatwiaja konstrukeje bazy przy bardzo
ogolnych przestankach.

—+— Rozwiazanie dokladne
--1 funkcja
——- 2 funkcje

1 funkcja 4%
\ 2 funkcje | 0.11 %
'y 3 funkcje | le-4 % /

RYSUNEK 3.1: Ksztatt swobodnie zwisajacej liny zestawiony z wy-
kresami funkcji potegowych parzystego rzedu f(z) = x%". Widocz-
ne podobienstwo ksztattéw znajduje odzwierciedlenie w liczbach. W
tabeli naniesionej na rysunku zaznaczono btad w okresleniu energii
potencjalnej liny. Rozwigzanie o doktadnosci lepszej niz 1% uzyskuje
sie juz dla 2 funkcji bazowych.

Pierwsza, wazng z punktu widzenia projekcji, cechg Metody Roéznic Skonczonych jest
silne nadprobkowanie pola. Zaktada si¢, ze minimalna rozdzielczosé siatki musi wynosi¢ 10
weztow na najmniejsza dtugosé fali, jaka wzbudza si¢ w uktadzie. W przypadku struktury
zawierajacej dielektryki o znacznie réznigcych sie przenikalnosciach wzglednych lub o skom-
plikowanej geometrii, moze w niektorych obszarach wystapié¢ siatka o rozdzielczos$ci ponad
100 weztow na dtugosé fali. Znajac wtasnosci pol elektromagnetycznych mozna zatozyé, ze
w rejonach regularnych sasiednie probki pola maja zblizone wartosci. Czyli sytuacja przed-
stawiona schematycznie na rys. 3.2(a) wystepuje zdecydowanie czesciej niz z przedstawiona
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na rysunku 3.2(b). Stad celowe wydaje sie uzycie funkeji usredniajacych sasiednie probki
pola, takie jak falki Haara, czy wielomiany Legendre’a nizszego rzedu.

W strukturach o pewnej jednorodnosci badz symetrii [19,68], rozktad pola w pewnych
fragmentach dziedziny obliczeniowej moze by¢ znany a priori. Przyktadowo, metody roz-
wijania w funkcje wlasne PEE [69] wykorzystuja fakt, ze dla jednorodnych w wybranym
kierunku struktur falowodowych pole ma zmienno$¢ harmoniczng. Podobna sytuacja wy-
stepuje w osiowo symetrycznych strukturach cylindrycznych. Formalnie, technika ta polega
na rzutowaniu operatora rotacji w przestrzeni ciaglej na funkcje harmoniczne w celu uzy-
skania problemu o mniejszym wymiarze. Jak sugeruje przyktad 3.1, z powodzeniem mozna
jednak odtworzy¢ cata procedure wyltgcznie w przestrzeni dyskretnej, wychodzac z macie-
rzowego operatora rotacji (1.33). Sformutowanie takie pozwala ominaé¢ problemy zwiazane z
taczeniem dziedzin PEE z dziedzina réznic skoniczonych. Omawiane w pracy sformutowanie
projekcyjne pozwala na to w sposob elastyczny i tatwo algorytmizowalny.

? 1

(a) (b)

RYSUNEK 3.2: Nadprébkowanie przestrzenne wystepujace w metodzie réznic skoficzonych powoduje,
ze mozna spodziewac sie iz w jednorodnych obszarach sasiadujace prébki beda miaty podobna wartos¢.
Stad bardziej prawdopodobny jest rozktad pola elektromagnetycznego w przestrzeni przedstawiony na
rys. (a) niz (b). W wiekszosci przypadkéw pola zmieniaja sie wolniej niz pozwala na to warunek
Nyquista dla danej siatki. Fakt ten mozna wykorzysta¢ do redukcji nadmiarowych zmiennych.

Ostatnia koncepcja budowy wektorow bazowych polega na wykorzystaniu numerycz-
nych rozwigzan uzyskanych dla pewnych podobszaréw. W szczegdlnosci, nasladujac rozwi-
niecie modowe w falowodzie prostokatnym stosowane w metodzie PEE, mozna rozszerzyc¢ ja
na prowadnice niejednorodne lub otwarte. Zamiast funkcji harmonicznych nalezy uzy¢ wte-
dy rozwigzan dwuwymiarowego problemu wlasnego. Rozwiniecie takie, oprocz zmniejszenia
rozmiaru problemu, moze mie¢ inne zalety. Zmienne po projekcji bezposrednio odpowiadaja
wtedy amplitudom konkretnych modoéw, co pozwala na prosta ekstrakcje parametréow roz-
proszenia jak i konstruowanie warunkéw absorpcyjnych dobranych niezaleznie dla kazdego
modu, podobnie jak w [47].

Od rzutowania z wykorzystaniem numerycznie znalezionych funkcji bazowych juz tylko
krok do rzutowania wybranych fragmentéw dziedziny na funkcje znalezione np. algoryt-
mami redukcji rzedu modelu. Jest to punkt wspoélny, gdzie ewolucja metod redukeji rzedu
modelu od konstrukeji modelu wejscie-wyjscie [14,52] i ewolucja dyskretnej wersji rozwinie-
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cia w funkcje wtasne [113,114] daja sie uja¢ w jednym sformutowaniu postaci, wywodzacym
sie z metody Rayleigha-Ritza w przestrzeni R" (3.15).

3.2 Projekcja operatoréw réznicowych

Ogolne ramy projekcji operatoréw dyskretnych i jej zwiazek z rzutowaniem w przestrze-
ni ciagtej zostaly nakreslone odpowiednio w podrozdziatach 2.4 oraz 3.1. Ponizej zostang
rozpatrzone zagadnienia bezposrednio zwigzane z projekcja zagadnien roznicowych spoty-
kanych w elektrodynamice. Szeroko takze omoéwiona jest koncepcja budowy ortogonalnych
przestrzeni projekcyjnych.

3.2.1 Projekcja réwnania falowego

Najprostszym przypadkiem rzutowania operatora dyskretnego w elektrodynamice jest
projekcja rownania falowego zdefiniowanego w dziedzinie czestotliwosci. Na razie nie beda
czynione zadne zalozenia odnosnie przestrzeni definiowanych za pomocg kolumn macierzy
V i W, zakltada sie tylko, ze sg one liniowo niezalezne. Przyktadowe rownanie falowe dla
pola elektrycznego, z doktadnoscig do statej multiplikatywnej, ma postac

Ae —uw?le =0 (3.27)

gdzie A jest operatorem dyskretnym drugiego rzedu (np. (3.18)). Zdefiniowanie nowej
zmiennej e jako

e=Ve, (3.28)

pozwala przepisaé (3.27) jako
AVe —w?Ve =0 (3.29)

Jedli liczba kolumn macierzy V jest znacznie mniejsza od liczby wierszy, to uklad (3.29)
jest nadokres§lony. Rozwiazanie (3.29) wyglada identycznie jak w przypadku przestrzeni
funkcyjnej, dyskutowanej w rozdziale 2. Analogicznie, nalezy zdefiniowa¢ macierz W, ktorej
kolumny rozpinaja przestrzen testujaca. Mnozac obie strony (3.29) przez W1 otrzymuje
si¢ zmodyfikowany problem

WTAVe — w*WTVe =0 (3.30)

Rozwiazanie € zagadnienia (3.30) ma analogiczne wlasnosci jak rozwiazanie problemu cia-
glego metoda wazonych residuéw.

3.2.2 Uktad réwnan pierwszego rzedu

Sformutowanie drugiego rzedu postaci (3.27) rzadko stosuje w elektrodynamice oblicze-
niowej. W kolejnym kroku zostanie przeanalizowana projekcja dyskretnej postaci uktadu
rownan Maxwella, czyli uktadu dwoch réwnan rzedu pierwszego. Problem sformulowany w
dziedzinie czestotliwosci, z uzyciem normalizacji (1.37) ma postaé:

Ce = —jwh (3.31a)
C'h = jwe (3.31b)
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Dla uproszczenia zatozono zerowe pobudzenie. Zastosowana normalizacja pél pozwala upro-
Sci¢ zapis rownan, dzieki zawarciu parametrow materiatowych w operatorze C. Niech wek-
tory pol e i h wyrazone bedg jako

e=Ve (3.32a)
h = Wh (3.32h)

Zastosowanie projekcji skosnej (3.30) z uzyciem macierzy (3.32) do (3.31) daje w rezultacie

W'CVé = —juW Wh (3.33a)
VIC"Wh = juVTVe (3.33b)

W ten sposob uzyskano nowy, zmodyfikowany problem, o mniejszym rozmiarze, ze wzgledu
na wektory é i h. Rozwiazanie (3.31) jako uktadu réwnan jest jednak bardzo nieefektywne i
w takiej postaci rzadko jest stosowane. Pozwala jednak zbudowaé problem drugiego rzedu,
analogiczny do (3.27), cho¢ jak sie za chwile okaze réwnanie falowe wyprowadzone z (3.33)
nie jest tozsame z (3.27). Uktad réwnan (3.31) mozna sprowadzi¢, caly czas zaktadajac
brak pobudzenia, do dyskretnego rownania falowego postaci

(C"C-wT)e=0 (3.34)

Przeksztatcajac tak samo (3.33), najpierw rozwiazujac (3.33b) ze wzgledu na €,

—q -1 ~
e=—(V'V) V'C'Wh (3.35)
w
i wstawiajac (3.35) do (3.33a) otrzymuje sie nastepujacy operator drugiego rzedu odpowia-
dajacy (3.34):
-1 R N

wW'CV (VI'V)  VIC'Wh - W' Wh = 0 (3.36)
Podobna zaleznos¢ mozna wyprowadzi¢ dla wektora €, reprezentujacego prébki pola elek-
trycznego,

-1

VIC"W (W'W)  W'CVé - w*V'Ve =0 (3.37)
Poréwnujac (3.37) z (3.34) mozna postawi¢ dwa pytania: po pierwsze, czy obie projek-
cje nie powinny dawaé identycznego rezultatu, a jesli nie, to jaki jest wplyw czynnika

-1 -1

W (WTW) W7 w (3.37) i odpowiednio V (VIV) VT w (3.36). Rozwazania na ten
temat zostang odtozone do czasu zdefiniowania metod projekcji ortogonalnej, ktéra ma
fundamentalne znaczenie w praktycznych sformutowaniach, szczegdlnie w tworzeniu algo-
rytmow czasowych.

3.3 Problemy definiowane w dziedzinie czasu

Jak dotad dyskutowano sformutowanie w dziedzinie czestotliwosci, ktére ma nieco prost-
szg postaé niz sformutowanie czasowe. W elektrodynamice obliczeniowej, w szczegdlnosdci w
przypadku réznic skonczonych najczesciej definiuje sie problem wtasnie w dziedzinie czasu,
co pozwala na analize probleméw opisanych znacznie wigkszg liczba zmiennych, niz w przy-
padku innych metod. Wydajno$¢ metody czasowej bierze sie z faktu, ze do iteracji (1.31) nie
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jest konieczne wykonywanie kosztownych operacji, takich jak faktoryzacja czy odwracanie
macierzy. Jedyna wykonywang operacja jest mnozenie macierzy przez wektor. Niech punk-
tem wyjscia do wprowadzenia metod projekcji w dziedzinie czasu bedzie niezmodyfikowany
algorytm FDTD, zapisany w formie macierzowej (1.34)

h**! = h* — AtCe* (3.38a)

e’ = e" + AtCThF ! (3.38Db)

Celem projekeji jest przedefiniowanie problemu (3.38) dla nowego (mniejszego) zestawu

zmiennych € i h (3.32). Podstawienie (3.32) do (3.38) przeprowadza si¢ analogicznie do
(3.33), co daje nastepujacy wynik

WIWh* = WIWh* — AtwTCVer (3.39a)

vIvet!t = viver + AtvTCcTwhit! (3.39b)

Jak widaé, wektory reprezentujace probki czasowe w (3.39) w momentach k 4+ 1, w od-

réznieniu od (1.31), sa uwiklane. Aby uzyska¢ dogodna do obliczen postaé¢ (3.39) nalezy

-1 -1

réwnania (3.39) przemnozy¢ odpowiednio przez (WTW) i (VTV) . Alternatywa dla

kosztownego numerycznie odwracania macierzy (lub réwnowaznych technik np. faktoryzacji

LU) jest zbudowanie macierzy projekcyjnych z wektoréw ortogonalnych. W takiej sytuacji

WTW =1 oraz VI'V = 1, gdzie I jest macierzg jednostkowa o odpowiednim rozmiarze.

Jak zostanie pokazane dalej, wymog ten jest mozliwy do speknienia, przez co dyskutowane
metody projekcji dotycza wlasnie projekcji z uzyciem wektoréw ortogonalnych.

3.3.1 Stabilno$¢ algorytmu czasowego po projekcji

Kluczowym problemem wszystkich symulacji czasowych jest stabilnos¢. Algorytmy cza-
sowe mozna podzieli¢ na niestabilne, warunkowo lub bezwarunkowo stabilne oraz takie dla
ktorych nie mozna jednoznacznie stabilnosci okresli¢. Dyskusje na ten temat najwygodniej
jest przeprowadzi¢ analizujac problem drugiego rzedu, zbudowany na podstawie (3.39).
Zatozono ortogonalno$¢ macierzy projekcyjnych W i V. Schemat otwarty drugiego rzedu
zbudowany na podstawie (3.39) ma postacé

Mt = —(A1)? ("A) &F + 28F — & (3.40)

IA=VICcTWWICV (3.41)

Wspomniane rodzaje stabilnosci, mozna scharakteryzowaé¢ w zaleznosci od wtasnosci ma-
cierzy A (3.41) nastepujaco:

e Problem niestabilny macierz A nieokreslona.

e Stabilnoéé nieokreslona macierz A okreélona, ale niesymetryczna.

e Problem warunkowo stabilny macierz A symetryczna, okreslona.

Szczegbdlowe rozwazania na ten temat mozna znalezé w [72]. Z punktu widzenia niniej-
szej pracy istotny jest fakt, ze dla symetrycznej i okreslonej macierzy YA stabilno$é jest
gwarantowana pod warunkiem, ze krok czasowy At spelnia zaleznosé [103,121]

2
1Al

At <

(3.42)
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Macierz (3.41) ma posta¢ LTL, gdzie L = WTCV, czyli z definicji jest symetryczna i co
najmniej pétokreslona. Rzutowanie (3.39) z uzyciem macierzy ortogonalnych daje z definicji
problem stabilny pod warunkiem spetnienia (3.42). Co wazne, projekcja taka roéwniez nie
moze zwigkszy¢ normy macierzy, bowiem

WGV < [[W][-[[C]]- | V] (3.43)

a normy obu macierzy projekcyjnych sg z definicji réwne 1. *

3.4 Tworzenie baz ortogonalnych

Z rozwazan przedstawionych w poprzednim podrozdziale, a takze w przyktadzie 3.2 wy-
nika, ze bardzo pozadana cechg wektoréw bazowych jest ortogonalnosé. Sposéb tworzenia
baz projekcyjnych z uwzglednieniem tego warunku jest istotnym elementem dyskutowa-
nych w pracy metod projekcji. Niniejszy rozdzial prezentuje ogélna koncepcje tworzenia
ortogonalnych macierzy projekcyjnych, bez wnikania w szczegdly implementacyjne.

Zgodnie z koncepcja dyskretnej projekcji, wektory bazowe dobiera si¢ tak, by mozliwie
dobrze przyblizaty rozktad pola. W praktyce rzadko zdarza by mozliwe byto zdefiniowanie
bazy ortogonalnej i jednoczesnie pasujacej do spodziewanego rozktadu pola. Ortogonaliza-
cja jest z kolei procedura numerycznie kosztowng i wrazliwg na btedy zaokraglen. Rozwia-
zaniem jest definiowanie wektorow bazowych tak, by niezerowe wartosci przyjmowaly one w
roztacznych podobszarach. W kontekscie macierzy projekcyjnej oznacza to, ze macierz ma
strukture quasidiagonalna. W ten sposéb ortogonalnosé¢ catej macierzy jest gwarantowa-
na poprzez ortogonalnos¢ kazdego z jej blokow, a te, jako macierze o znacznie mniejszym
rozmiarze, moga by¢ w razie potrzeby zortogonalizowane niewielkim kosztem. Ponadto,
w typowych zastosowaniach wspomniane bloki powtarzaja sie. Odpowiednie definiowanie
macierzy projekcyjnych pozwala zminimalizowaé koszt ortogonalizacji tak, ze jej wptyw na
ztozonos¢ algorytmu jest znikomy:.

Niech dane beda dwa zestawy funkcji £™ i g™ o nastepujacych wlasnodciach 2:

Im, n, m#nn (fmﬂf" # (D) (3.44a)
Vm,n m#n=g"(\g"=0 (3.44D)

Warunek (3.44b) oznacza, ze nie istnieje punkt, w ktérym dwie funkcje jednoczesnie przyj-
mujg warto$¢ rézng od zera, natomiast (3.44a) oznacza, ze taka para funkcji istnieje.
Macierz projekcyjna dla dyskretnej projekeji dla przypadku (3.44a) schematycznie moz-

1Zaklada si¢ Ze norma macierzy A okrelona jest jako maz||Ax||/||x|| = 1
2Jako iloczyn logiczny funkcji zaklada sie zbiér punktéw dla ktérego jednoczeénie przyjmuja one nieze-
rowe wartosci.
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na przedstawic¢ jako

i

fo

s f

fi fa

V= ﬁ ;; (3.45)

fs fi

fi fo
fs fi

Z macierzg taka mozna si¢ spotkaé¢ przy definiowaniu takich metod jak MRTD z uzyciem
falek Daubechies czy FEM z elementami Lagrange’a [27]. Ortogonalizacja macierzy postaci
(3.45) jest kosztowna, a jej wynik jest gesty, co ma zgubny wplyw na wydajnosé obliczenio-
wa [62]. Odmienna sytuacja wystepuje w przypadku, gdy funkcje bazowe spelniaja warunek
(3.44b). Analogiczna do (3.45) macierz projekcyjna zbudowana na podstawie prébek kolej-
nych funkcji bazowych ma postaé

(51
g2
g3
g1
g2
V = 93 (3.46)
g9
g2
g3

Ze znanych metod, macierz projekcyjna postaci (3.46) wystapi np. dla MRTD z uzyciem
falek Haara. W dalszej czesci rozdziatu wprowadzone zostana bazy oparte na wielomianach
Legendre’a o podobnych wtasnosciach. Na pierwszy rzut oka wida¢, ze ortogonalizacja
(3.46) jest bardzo prosta ze wzgledu na jej blokowo - diagonalny charakter. Tego typu
macierze majg podstawowe zastosowanie w omawianych metodach projekcji. Definiujac
dowolne funkcje bazowe z zachowaniem (3.44b) mozna zapewnié¢ ortogonalnosé macierzy
projekcyjnej przy znikomych naktadach obliczeniowych. Zapis (3.45) i (3.46) ma oczywiscie
charakter schematyczny. W ogdlnosci, za kazdym z elementéow f, czy g,, moze kryc sie
zaréwno skalar, jak i macierz o dowolnych rozmiarach.

3.5 Budowa problemu drugiego rzedu
Po przedstawionych w poprzednim rozdziale rozwazaniach dotyczacych budowy baz

ortogonalnych, czas wréci¢ do naszkicowanego w podrozdziale 3.2.2 zagadnienia budowy
problemu drugiego rzedu po projekcji (3.37), z dodatkowym zalozeniem ortogonalnosci
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macierzy projekcyjnych. Odpowiednia macierz ma postaé (3.41):
A =VICcTWWICV (3.47)

Aby oméwi¢ wptyw czynnika WWT | trzeba przeanalizowaé (3.47) w kontekscie sktadania
odwzorowan liniowych w R". Trzeba jeszcze przypomnieé, ze jezeli ortogonalna macierz
projekcyjna W ma rozmiar N x M gdzie M < N, macierz po projekcji A jest rozmiaru
M x M natomiast WW7T N x N. Niech kolumny macierzy V rozpinaja przestrzen V,
natomiast kolumny W przestrzen W. Obie te przestrzenie sa izomorficzne z R . Traktujac
(3.47) jak ztozenie operatoréw, mozna zauwazy¢, ze dowolny wektor v € YV, na ktory dziata
operator A poddawany jest nastepujacym przeksztatceniom:

e=Vv V:iveY—secRY (3.48a)
h=Ce C:ecR” —-hecR" (3.48Db)
w=W'h W' heRY—-wew (3.48¢)
h=Ww W:weW-—hecR" (3.48d)
e=C™ C':hWeRY —-ecR” (3.48e)
v=VTe V':ecRN sveVy (3.48f)

Z punktu widzenia przeksztatcenia (3.47) istotne sa etapy (3.48c) i (3.48d). Wektor h w
(3.48¢), powstaly w wyniku zadzialania operatorem rotacji C na probki pola e, zawieraé
moze zaréwno sktadowe nalezace do przestrzeni W jak do jej dopelnienia ortogonalnego w
RY. Ztozenie (3.48¢) i (3.48d), czyli i’ = WW7h, jest identycznosdcig na W, natomiast
jej jadrem jest dopelnienie ortogonalne W w RY. Méwiac prosciej, operacja ta likwiduje
wszystkie sktadowe nie nalezace do W, zanim wynik (3.48b) stanie sie argumentem (3.48e).
Operacja taka jest pewna analogia przeformutowania operatora tak, aby mozna byto uzyc
nieciagtych funkeji bazowych (roz. 2.1.2).

Z powyzszego tekstu wynika, ze implementacja projekcji probleméw elektrodynamicz-
nych wymaga odpowiedniego doboru zarowno bazy dla pola elektrycznego jak i magnetycz-
nego. Z jednej strony komplikuje to budowe problemu, umozliwia jednak rozszerzenie klasy
funkcji bazowych i wigksza kontrole nad zbieznoscig rozwiazania. Ciekawa ilustracja powyz-
szych rozwazan jest przyktad 3.3, dotyczacy przeprébkowywania schematu réznicowego w
przestrzeni dyskretne;j.

Przyklad 3.3 Po raz kolejny rozwazony zostanie problem rzutowania operatora drugiej
pochodnej A = D'D z zerowymi warunkami brzegowymi. Dla uproszczenia, niech krok
siatki wynosi Az = 1. Macierz A, zbudowana w oparciu o zaleznosé¢ (3.18) ma postac

A= 1 -2 1 (3.49)
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Niech macierz projekcyjna V bedzie skonstruowana jako

(3.50)

Eis
N}
—_

Macierz (3.50) jest oczywiscie ortogonalna. Baza zdefiniowana w ten sposéb (3.50) wymusza
rowng warto$é¢ dwoch sasiednich prébek pola, co jest dyskretnym odpowiednikiem rzutowa-
nia Rayleigha-Ritza dajacego w rezultacie algorytm réznic skoficzonych (2.2.1). Intuicyjnie,
mozna spodziewac sie w takim wypadku wyniku zblizonego do operatora A zdefiniowanego
dla dwukrotnie rzadszej siatki. Oznacza to, ze wartosci elementéw w wierszu (3.49), be-
da wynosity po projekcji odpowiednio i oraz —%, zamiast 1 i —2. Bezposredni rachunek
pokazuje, ze tak jednak nie jest. Wartosci macierzy otrzymanej poprzez projekcje VI AV
wynoszg odpowiednio % i 1. Ta poprawna z punktu widzenia algebry liniowej operacja daje
nieprawidtowy wynik z fizycznego punktu widzenia. Wyjasnienia mozna szuka¢, analizujac
wspomniang projekcje w kontekscie catkowania numerycznego, rozwazanego w podrozdzia-
le 3.1. Wystepuje tu sytuacja analogiczna do projekcji operatora drugiego rzedu z uzyciem
nieciagtych funkcji bazowych (2.1.2). Rzutowanie dwoch operatoréw rzedu pierwszego D,
czyli

A =VID'VVTDV (3.51)

daje wynik poprawny. Przykiad ten potwierdza zaleznos¢ miedzy projekcja w przestrzeni
R"™ a Ly, w szczegblnosci widoczne jest to, ze fizyczne wlasnosci problemu sg zachowane
po dyskretyzacji.

Przyktad 3.4 Dla ilustracji zagadnien zwigzanych z niezaleznym doborem funkcji bazo-
wych i testujacych, odtworzone zostanie rozwiazanie przyktadu 3.2, zaktadajac rozbicie
operatora rzedu drugiego na uktad réwnan rzedu pierwszego (2.17). Bedzie zatem rozwia-
zywany problem wilasny (3.51) w miejsce (3.17). Jako macierz V wykorzystano macierz
projekcyjna z przyktadu (3.2), zawierajaca probki wielomianéw (3.26). Macierz testujaca
W zostata zdefiniowana w oparciu o probki wielomianow Legendre’a P (z) jako (m oznacza

stopient wielomianu)
n—1

N -1
Uzycie ortogonalnych wielomianéw Legendre’a jest mozliwe w tym przypadku, gdyz od
funkcji testujacych w omawianym przypadku nie wymaga sie spetniania zadnych warunkéw
brzegowych. Wyniki rozwiazania problemu wtasnego przedstawiono w tabeli 3.3. Widoczna
jest poprawa doktadnosci metody dyskretnej, tj. rozwigzania uzyskane przy projekcji cia-

Wi m = P™ (2 - 1) n=1.N (3.52)

gltej i dyskretnej sa blizsze uzyskanej w projekcji ciagtej, niz w przypadku bezposredniego
rzutowania operatora drugiego rzedu, jak to miato miejsce w przyktadzie 3.2.
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TABELA 3.3: Poréwnanie btedéw w okresleniu wartosci wiasnych problemu z przyktadu
3.2 z wykorzystaniem rzutowania operatora pierwszego rzedu. Testy przeprowadzono dla
réznych rozdzielczosci siatki tta, oznaczonej jako N. Wartosci uzyskane dla projekcji ciggtej

sg identyczne jak w tab. 3.1

N=20 N=50 | N=100 | N=200 N=500
err. (%] | err. [%] | err. [%] err. [%)] err. [%)
-0.05779 | 0.007359 | 0.001857 | 0.0004617 | 7.352¢-05
-3.692 | 0.0742 | 0.01856 | 0.004608 | 0.0007334
= | -17.05 [ 02964 | 0.0734 | 0.01821 | 0.002902
— | -25.36 | 0.7633 | 0.1901 0.04728 | 0.007617
g’“ -18.94 1.477 0.4145 0.149 0.07527
-26.89 2.56 0.7893 0.3391 0.2138
-15.55 8.166 5.595 5.032 4.88
5.8 11.77 8.244 7.499 7.301
12.95 30.73 46.75 50.86 52.01
35.59 29 52.9 59.22 61

Prawidtowy wybor bazy projekcyjnej W, nawet gdy rozwiazuje si¢ problem drugiego
rzedu (3.51) gdzie przestrzen VW pojawia sie niejawnie, jest réwnie istotny jak bazy V.
Wybér wielomianow Legendre’a jako funkcji testujacych jest celowy, gdyz rozpinaja one
te samg przestrzen co pochodne funkcji nalezacych do V. Ponadto, co jest szczegdlnie
wazne, nie narzucaja zadnych warunkéw brzegowych. Dla przyktadu, na rys. 3.3 pokazano
kilka pierwszych wektorow wlasnych (zwiazanych z najmniejszymi wartoSciami wlasnymi)
problemu rzutowanego z uzyciem tej samej macierzy W = V. Po ksztalcie rozwigzan
wida¢, ze znacznie odbiegaja od funkcji harmonicznych, ktérych nalezatoby w tym miejscu
oczekiwac. Zastosowanie wektorow testujacych wymuszajacych zerowe warunki brzegowe do
operatora pierwszej pochodnej wymusza zerowanie si¢ zarowno funkcji jak i symulowanego
zjawiska.

3.6 Metody siatkowe jako wynik dyskretnej projekcji
operatorow réznicowych

W niniejszym podrozdziale zostanie przeanalizowana relacja projekcji dyskretnej po-
staci (3.33), i ciagtej, definiujacej algorytmy siatkowe, zaprezentowane w rozdziale 2.2.
W szezegblnosei zostang rozwazone algorytmy analogiczne do MRTD [28, 48], budowane
w oparciu o falki Haara i Battle-Lemarie. Rozwinigcia falkowe, bardzo chetnie wykorzy-
stywane w przetwarzaniu sygnalow, probowano réwniez zaadaptowacé do elektrodynamiki
obliczeniowej. Pierwsze proby dotyczyty zdefiniowania algorytmu czasowego, podobnego
do FDTD, w oparciu o falki Battle-Lemarie [48]. W innych podejsciach [28] uzyto falek
Haara, ktore moga by¢ uwazane za naturalne rozszerzenie FDTD. Ze wzgledu na fakt, ze
nie sg one ciggle, niezbyt dobrze nadaja sie do aproksymacji pél elektromagnetycznych.
Zanotowano co prawda pewnga poprawe wydajnosci algorytmu HAAR-MRTD w stosunku
do FDTD [25,28], gléwnie dzieki tatwosci lokalnego rozrzedzenia siatki i nieco wiekszemu
(kilkanascie %) krokowi czasowemu. Pewnym kompromisem bylo zastosowanie falek Dau-
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(a) (b)

RYSUNEK 3.3: Szkic rozwiazania problemu z przyktadu 3.1 w przypadku projekcji operatora wyjscio-
wego z uzyciem tych samych funkcji bazowych i testujacych (a) oraz réznych (b).

bechies [29], ktére miaty jednoczesnie ograniczony nosnik jak i nieco gladszy ksztatt, lepiej
dostosowany do ksztattow pol. Pomimo intensywnych prob, nie udato sie jednak jak dotad
zakorzeni¢ tego typu algorytmow w elektrodynamice obliczeniowe;j.

Algorytm siatkowy, zbudowany w oparciu o roézniczkowe sformutowanie rownan Ma-
xwella, rozumiany tak jak opisano w rozdziale 2.2, mozna jednoznacznie okresli¢ poprzez
wspotcezynniki a,,, zdefiniowane jako:

a, = /f(x)%f(x —d—n)dx (3.53)

gdzie d jest zadanym arbitralnie przesunieciem. Calkowanie w przedziale (—oo,+00) w
praktyce ogranicza sie do catkowania po no$niku funkcji £, ewentualnie wyltacza sie z cat-
kowania obszar gdzie funkcja ta przybiera pomijalnie mate wartosci. W niniejszym podroz-
dziale zostanie przedstawiona konstrukcja réznych algorytmow siatkowych z wykorzysta-
niem projekcji dyskretnej i traktujac ja jako catkowanie numeryczne (3.1).

Operacje opisana zaleznoscia (3.53) mozna zastapié projekcja operatora macierzowego
pierwszej pochodnej D na odpowiednio zbudowana baze (w R™). Przyblizona zalezno$é na
wspotezynniki a,, w formalizmie projekcji dyskretnej mozna zdefiniowaé¢ nastepujaco:

[CL_N/, e, AN—1, CLN] = WTDV (354)

Wektor w zawiera probki funkeji £ w weztach siatki dualnej (3.11a), natomiast V zawiera
wektory zdefiniowane w oparciu o probki f(x — d — n), gdzie n = —N'..N. Projekcja
(3.54) daje w rezultacie macierz 1 x N + N’ + 1, zawierajaca wspotezynniki a,,, obliczone w
sposob przyblizony. Przy zamianie wektora w na macierz prébek odpowiednio przesunietych
funkcji testujacych W, projekcja (3.54) daje w rezultacie macierz operatora pierwszego
rzedu przeniesiong w nowa przestrzen. Innymi stowy, algorytm FDTD (oparty na macierzy
D i pochodnych) zostaje przetransformowany np. w MRTD.

Nasuwa si¢ oczywiscie pytanie, czy fakt ten moze mie¢ jakiekolwiek praktyczne zastoso-
wanie. Przewaznie implementacja tego typu algorytméw opiera si¢ na jawnej implementacji
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operacji podobnej do
N
et =€ +b > ayhl,, (3.55)
n=—N'

gdzie b jest pewng stala skalujaca. Wspotezynniki a,, sa znane przed symulacja i moga by¢
nawet wpisane jako state do programu. Ztozono$¢ numeryczna zwigzana z ich wyznaczaniem
wlasdciwie nie ma wtedy zadnego wplywu na ztozono$é¢ algorytmu. Nie ma réwniez potrzeby
definiowaé (3.55) wychodzac ze sformutowania FDTD.

Z drugiej strony, mozna sobie wyobrazi¢ sytuacje, gdy najpierw budowany jest problem
FDTD, po czym uzytkownik wybiera metode rozwiazania, czyli formalnie rzecz biorac ba-
z¢ projekcyjna. Idac dalej tym tropem, mozna postulowaé¢ mozliwosé lokalnego wyboru
rodzaju analizy, czyli wykorzystanie wielu rodzajow funkcji bazowych, najlepiej dostoso-
wanych do analizowanych probleméw w réznych fragmentach dziedziny. W takim wtasnie
kontekscie nalezy rozpatrywac koncepcje przedstawione w tym rozdziale, dotyczace budowy
algorytmow hybrydowych.

Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze wspOlezynniki a, (3.55) takze trzeba obliczaé w sposob
przyblizony, jednak niekoniecznie poprzez catkowanie numeryczne typu (3.4). Przyktado-
wo, w przypadku rozwiniecia operatora przy uzyciu falek Battle-Lemarie, efektywniej jest
pracowa¢ w dziedzinie transformat Fouriera. Zupelnie odmienna sytuacja wystepuje dla
falek Daubechies [81]. Ich warto$¢ znana jest zawsze dla dyskretnego zbioru regularnie
rozmieszczonych punktéw, czyli konieczne jest catkowanie numeryczne réwnowazne lub
zblizone do (3.10). Rzutowanie w R" ulatwia takze, co bedzie zaprezentowane w dalszych
rozwazaniach, budowanie algorytméw w oparciu o funkcje niestosowane z réznych przyczyn
w przestrzeni ciaglej.

Przyklad 3.5 Metoda Roéznic Skonczonych jako rezultat dyskretnej projekcji.
Najprostszym przyktadem projekcji polegajacej na zmianie problemu réznicowego na inny,
jest projekcja z uzyciem funkcji bazowych definiujacych metode réznic skonczonych, czyli

1, 0<ax<l1
o(z) = (3.56)
0, pozostale =z

Wektor bazowy u do projekcji dyskretnej moze by¢ zdefiniowany w oparciu o probki funkceji
(3.56) w obszarze (0,1). Jego elementy mozna jawnie zapisa¢, dodatkowo uwzgledniajac
normalizacje w R", jako

1
hydP = —— p=1.P (3.57)

W (3.57) P oznacza rozmiar nosnika funkcji bazowej wyrazony w liczbie punktow siatki
tta jaka pokrywa. Indeks 0, zostal wprowadzony z uwagi na relacje miedzy (3.56) i (3.64),
i bedzie uzywany pdzniej do ich rozréznienia. Projekcja dyskretna z uzyciem (3.57) prowa-
dzi do przeprobkowania (rozrzedzenia) siatki roznic skonczonych. Macierz projekcyjna V|
wykorzystujaca wektory bazowe (3.57) ma postaé¢ podobna do (3.44b)

V= h140,P (3.58)
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Projekcja operatora pierwszej pochodnej D
D = VDV (3.59)

powinna dawaé¢ operator zblizony do uzyskanego w przypadku bezposredniej dyskretyzacji
pochodnej dla rzadszej siatki, Az’ = PAxz. Okazuje sie, ze w tym przypadku macierze
te sg rowne. Jest to intuicyjnie zrozumiale, gdyz catkowanie dotyczy funkcji odcinkami
statych, czyli przy odpowiednim doborze przedziatéw catkowania przyblizenie (3.2) staje sie
rownoscia. Oczywiscie funkcje bazowe i testujace powinny by¢ przesuniete wzgledem siebie,
jak opisano w (2.2.1). Przesuniecie to niejawnie uzyskuje sie dzieki dyslokacji siatki dualne;
i pierwotnej operatora D. W ten sposob, nawet warunek W=V nie jest rownowazny uzyciu
tych samych funkcji bazowych i testujacych w przestrzeni ciaglej. Probki zgromadzone w
macierzach projekcyjnych sa bowiem okreslone w innych punktach przestrzeni, co oznacza
przesunigcie réwnowazne co najmniej 3Az. Jako ze wartosé catki (3.53), dla ¢(x) (3.56) i
d € (0,1) nie zalezy od d, wiec dla uproszczenia, beda uzyte takie same wektory bazowe i
testujace, wszedzie gdzie to jest mozliwe.

Przeprobkowywanie jednej siatki roznicowej na druga moze siec wydawaé¢ nieco egzo-
tyczng operacja, stanowi jednak kontekst do bardziej ztozonych algorytmoéw, ale przede
wszystkim jest niezwykle istotng operacja w przypadku budowy algorytmoéw hybrydowych,
bardzo tatwo definiowalnych w ramach prezentowanego formalizmu projekcyjnego.

Przyktad 3.6 Jak juz pokazano w przykladzie (3.3), przeprobkowania (rozrzedzenie) siat-
ki metoda projekcji mozna dokonywaé tylko na operatorze pierwszego rzedu D (1.23). Niech
wyjsciowy problem zdefiniowany jako

d? 9
@f(x) = \1f(2) (3.60a)

£(0) = £(1) = 0 (3.60D)

bedzie zdyskretyzowany metoda roznic skonczonych na siatce o liczbie oczek N = 100.
Wymaga to zdefiniowania uktadu réwnan macierzowych, z dodatkowym wektorem pomoc-
niczym g

Dg = \*f (3.61a)
Dif=g (3.61Db)

ktory sprowadzany jest do problemu wtlasnego w sposob opisany w podrozdziale 3.2.2.
Do projekcji uzyte beda wektory bazowe "u®® (3.57), tak by wynikowy rozmiar problemu
wynosit M = 20. Macierz projekcyjna V moze w takim przypadku by¢ zdefiniowana z
wykorzystaniem iloczynu tensorowego jako

V = 120 X [hu075} (362)

gdzie Iy reprezentuje macierz jednostkows o rozmiarze 20 x 20. Projekcja VI DV operatora
D z uzyciem (3.62) daje w wyniku macierz D’ o odpowiednio przeskalowanych elementach.
Macierz wyjsciowa jest zdefiniowana dla 100 zmiennych (tacznie z brzegowymi), odpowied-
nio macierz po projekcji, dla 20. Wymuszenie zerowych warunkéw brzegowych, polegajace
na usunieciu granicznych weztéw zmienia ich liczbe do, odpowiednio, 98 i 18. Pomimo, ze
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wartosci w macierzy doktadnie odpowiadaja wyznaczonym metoda bezposredniej dyskre-
tyzacji, okazuje sig, ze obie macierze opisuja roézne struktury. Szczegdétowa analiza sformu-
towania r6znicowego (1.15) pokazuje, ze dtugosé struktury ,widziana” przez siatke wynosi
(N — 1)Az. Wynika stad, ze jesli w problemie wyjsciowym dziedzina problemu stanowita
odcinek o dtugosci L, to dziedzina problemu po rzutowaniu ma dtugosé¢

poMZIN, (3.63)
N—-1M
W omawianym przypadku, czyli dla N/M = 5, warto$¢ ta jest réwna 1.0421, co doktadnie
odpowiada roznicy wartosci A zebranych tabeli 3.4. Ksztalt pierwszego wektora wlasnego
dla obu rozwiazan przedstawiono na wykresie 3.4. Wyraznie widoczne jest przesuniecie
punktow, gdzie funkcja si¢ zeruje. Mozna przyjac, ze numerycznie dziedzina ulegla skroce-
niu o okoto 4%.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze o ile dokonywanie wszelkich zmian we wnetrzu dzie-
dziny metoda dyskretnej projekcji jest proste i efektywne, o tyle mozna spodziewaé sie
probleméw w obszarach brzegowych. Szczegdlnie w algorytmach stosujacych rozwiniecia
falkowe jest to znaczacy problem, ktory rozwigzywany jest albo przez tworzenie algoryt-
méw hybrydowych [97], albo uzycie zaawansowanych technik, jak np. metoda obrazéw [15].
Wspomniane rozwigzania dotycza implementacji $cianek elektrycznych na brzegu dziedziny.
Doskonale przewodzace elementy we wnetrzu analizowanej struktury sa wielkim wyzwaniem
dla kazdego z algorytméw MRTD [82].

TABELA 3.4: Poréwnanie kilku najmniejszych wartosci A problemu (3.61) dla siatki gestej,
rzadkiej, oraz rozrzedzonej metoda dyskretnej projekcji. Jak widaé, projekcja na siatke o
liczbie oczek M = 20 daje rozwiazania identyczne jak bezposrednia dyskretyzacja mniejsze;
dziedziny z zachowaniem kroku siatki.

Problem Problem Problem
wyjsciowy, 98 rzutowany, 18 bezposrednio
weztow niezerowych zdyskretyzowany
niezerowych zmiennych dla 18 weztow
0.99996 1.0409 1.0409
1.9997 2.0747 2.0747
2.9989 3.0944 3.0944
3.9973 4.0929 4.0929
4.9948 5.0634 5.0634
5.9909 5.9994 5.9994
6.9856 6.8943 6.8943
7.9785 7.7422 7.7422

3.6.1 Falki Haara

Zwigkszenie dokladnosci algorytmu opartego na funkcjach bazowych (3.56) mozna osia-
gnaé¢ dwojako. Albo przez zageszczenie siatki, czyli definiowanie funkcji ¢(Nzx) (3.56) dla
odpowiednio duzego N, albo poprzez zwiekszenie liczby funkcji w obrebie tej samej pod-
dziedziny. Intuicyjnym rozszerzeniem bazy (3.56) jest zdefiniowanie dodatkowych funkcji
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RYSUNEK 3.4: Pierwszy wektor wtasny otrzymany przez rozwiaza-
nie problemu réznicowego N = 100 przeprébkowanego do M = 20.
Dla drugiego przypadku nie stosowano liniowej interpolacji miedzy
prébkami pola, co pozwala zobaczy¢ doktadne potozenie funkgji ba-
zowych (3.57) oraz zera rozwigzania problemu po rzutowaniu.

w oparciu o falki Haara. Falke Haara rzedu zerowego definiuje si¢ identycznie jak funkcje
bramkowsa (3.56), natomiast pierwszego rzedu jako

1 O<x<%
Pl r)={-1 Lt<az<1 (3.64)

0 pozostate x
Analogicznie, falki wyzszych rzedow, mozna zdefiniowaé rekurencyjnie
Y (x) = 2" " (na) n=248,...2" (3.65)
W taki sposob pojedyncza komérka, definiowana jako nosnik funkcji wyjsciowej ¢(x) moze
by¢ rozwinieta w 1,2,4,8 1 wiecej funkcji. Taki sposéb zageszczania siatki jest charaktery-

styczny dla metod MRTD [28,81,97]. Analogicznie do (3.57) zdefiniowana zostanie falka
Pl(x) (3.64) w przestrzeni dyskretnej. Jawna posta¢ odpowiedniego wektora bazowego to

1 _P
17P 2
hy, = VI 7 (3.66)
—’ >_
vP 73

Jak wida¢, aby zachowaé symetrie wektora (por. rys. 3.5), a co za tym idzie takze jego orto-
gonalno$¢ do " (3.57) rozmiar komorki wyrazony w liczbie weztéw siatki tta P powinien
by¢ parzysty. W ogdlnym przypadku uzycia funkcji bazowych wyzszego rzedu, rozmiar ten
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powinien by¢ potega dwodjki. Dyskretna projekcja operatora D z uzyciem macierzy

hsl,P
V = hgLP (3.67)

hglP _ {huo,P‘hul,P} (3.68)

daje macierz identyczng ze zdefiniowang bezposrednio z wykorzystaniem catkowania w
przestrzeni £ (3.53) [25], podobnie jak w poprzednim przypadku. Wlasciwosé ta pozwala
przechodzi¢ z dziedziny MRTD do FDTD minimalnym naktadzie obliczeniowym.

1
MX)/I L w(x), I
0 -1 J
0 0.5 1
X

RYSUNEK 3.5: Falki Haara zerowego i pierwszego stopnia oraz ich
zdyskretyzowane odpowiedniki

3.6.2 Rozszerzenie koncepcji metod siatkowych

Formalizm projekcji dyskretnej pozwala rozszerzy¢ klase funkcji bazowych na inne niz
wykorzystywane i dobrze zdefiniowane w przestrzeni ciggtej. Szeroko omoéwione bedg tu
wektory skonstruowane w oparciu o probki wielomianéw Legendre’a. Nie maja one odpo-
wiednika wsrod funkeji uzywanych do projekeji w przestrzeni ciaglej. Charakter rozwiniecia
z ich uzyciem jest podobny do wykorzystywanych w poprzednio analizowanych rozwinie-
ciach falkowych w tym sensie, ze kazdy podobszar opisywany jest kilkoma funkcjami. Nie
maja one wlasnosci charakterystycznych dla falek, jak ortogonalnos¢ wzgledem przesunie-
cia, nie spelniaja takze réwnania dylatacji (2.39) [81]. Mimo to z powodzeniem mozna je
wykorzysta¢ do analizy elektromagnetycznej, wielomiany bowiem dobrze odzwierciedlaja
charakter zmiennosci pol elektromagnetycznych. Punktem wyjscia do okreslenia wektoréw
bazowych beda wielomiany Legendre’a P(z), ktére sa ortogonalne na przedziale x € (—1,1).
Wektor bazowy ‘u™” reprezentujacy n ta funkcje zdefiniowana na poddziedzinie o dtugosci
P, mierzonej w weztach siatki tta, ma postac

1
P = ppn (2% _ 1) (3.69)
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gdzie b jest stata normalizujaca. Niestety, wystepuje tu przypadek wspomniany w rozdziale
3.1, czyli ortogonalno$¢ w przestrzeni L, nie przektada sie na ortogonalnos$é prébek (3.69) w
R". Dlatego wektory (3.69) musza by¢ ortogonalizowane juz w przestrzeni dyskretnej. Dla
typowych wielkosci no$nika P rzedu kilku do kilkunastu oczek, koszt tej operacji jest jednak
pomijalny. Projekcja z uzyciem (3.69) prowadzi do zdefiniowania roztacznych, niezachodza-
cych na siebie poddziedzin. Jest to istotna réznica w stosunku do elementéw Lagrange’a
uzywanych w metodzie elementow skonczonych, z ktérymi mozna by kojarzy¢ opisywane
funkcje. W tych ostatnich bowiem sasiednie funkcje bazowe czesciowo pokrywaja sie [27].

¢

1’111111’
¢

-4 -3 -2 -1 o 1 2 a a -4 -3 -2 -1 o 1 2 E) a

RYSUNEK 3.6: Dyskretne wektory bazowe zbudowane z prébek

wielomianéw Legendre’a, fub® i tu?8

—— Falki Haara rzedu 1
—— Wielomiany rzedu 1 (rys.
Przeprébkowany schemat rdagicowy
Rozwiazanie doktadne

0 3.14

RYSUNEK 3.7: Wektory wiasne otrzymane przez rozwiazanie pro-
blemu z uzyciem baz projekcyjnych Haara i wielomianowych.

Przyktad 3.7 Kolejny przyktad dotyczy rozwiazania problemu wtasnego (3.60) z uzyciem
zdyskretyzowanych falek Haara (3.68) oraz wielomianéw (3.69). Rozmiar siatki wynikowej
dobrano tak, aby rozmiar problemu byt zblizony do uzyskanego w poprzednim przyktadzie.
Stad, zdecydowano si¢ na podzial dziedziny na 10 podobszaréow, w kazdym z nich zde-
finiowane sa dwie funkcje bazowe. Bezposrednia posta¢ podmacierzy projekcyjnej »S'10,
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reprezentujacej dyskretne falki Haara dla omawianego przypadku to

hgh10 — (3.70)

2l
e}
NG T VU VG VA G AT U VR G U Y

lsl,lo

Podmacierz projekcyjna reprezentujaca wielomiany Legendre’a, , wyglada nastepuja-

CO:

9 1
la1,10 = —= 0
S0 — 10 (3.71)
0 2.018

— = e = e e e
|

[N =) EN Nl [ Vol [JUN-T [

Dodatkowa macierz normalizujaca o wartosciach \/LTO i % V28526723 ~ 2.018 zostata wy-

dzielona dla przejrzystosci zapisu (3.71). Macierze projekcyjne V buduje sie analogicznie
do (3.68), jako

1,10

"V=I,"S (3.72)

w przypadku falek Haara oraz jako

1,10

V=I,®'S (3.73)
dla rozwiniecia w dyskretne wielomiany Legendre’a. Macierze projekcyjne, odpowiednio "W
i 'W zdefiniowano identycznie jak (3.72) i (3.73). Jak wida¢, w obu przypadkach definiowane
sg roztaczne poddziedziny o dtugosci, mierzonej w liczbie pokrytych weztow siatki tta, row-
nej 10. Wyniki rozwigzania problemu wlasnego w okreslonych powyzej podprzestrzeniach
przedstawiono w tabeli 3.5, natomiast na ilustracji 3.7 pokazano ksztalt wektora wlasnego
zwigzanego z najmniejsza wartosciag wtasna uzyskanego dla obu metod. W odréznieniu od
rysunku 3.4, wykres funkcji otrzymanej w wyniku rozwigzania problemu réznicowego dla
rzadkiej siatki wygtadzono stosujac liniowa interpolacje warto$ci miedzy weztami siatki.
Jest to zgodne ze zwyczajowym sposobem prezentacji wynikéw otrzymanych ta metoda.
Na tym samym wykresie wida¢, jak przesuneto si¢ potozenie zer rozwigzania w przypad-
ku wykorzystania réznych wektoréw bazowych. Ich polozenie determinuje wartosci wtasne,
ktore jak wida¢ w tabeli 3.5, znacznie odbiegaja od spodziewanych.
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TABELA 3.5: Rezultaty w postaci kilku najmniejszych wartoéci A problemu (3.60) uzy-
skanych przez rzutowanie problemu réznicowego na zdyskretyzowane funkcje Haara (3.70)
i wielomiany (3.71), oznaczone jako LEG. Dla poréwnana przytoczono wybrane wartosci z
tabeli 3.4.

Haar | LEG | FD M=20 | FD N=100

1.133 | 1.151 1.0409 0.99996
2.2559 | 2.2999 2.0747 1.9997
3.3587 | 3.4427 3.0944 2.9989
4.4313 | 4.571 4.0929 3.9973
5.4639 | 5.668 5.0634 4.9948
6.4463 | 6.7001 5.9994 5.9909
7.3683 | 7.5969 6.8943 6.9856
8.2193 | 8.2051 7.7422 7.9785
8.9877 | 9.2481 8.5372 8.9694

3.6.3 Falki Battle-Lemarie

Falki Battle-Lemarie zostaly wykorzystane jako jedne z pierwszych w algorytmach
MRTD [48]. Zwartg postac falki Battle-Lemarie mozna znalezé tylko w dziedzinie transfor-
mat Fouriera jako

Po(w) = (3.74)

Obliczenie wspolezynnikéw (3.53) w sposob zaproponowany w [48] wymaga obliczenia catki

[ee)

= / Mp(z — 0.5)%%@ ~n)de (3.75)

—00

W omawianym przypadku zamiast (3.75), wygodniej jest wykonaé catkowanie w dziedzinie
transformat Fouriera, wykorzystujace izometrie [81]

o0 oo

[Hoole e = o [ 3(w)"5 @) du (3.76)
Dyskretna projekcja postaci (3.54) wymaga jednak zdefiniowania prébek ¢(x) w dziedzinie
rzeczywistej. Mozna je znalezé wykorzystujac odwrotng dyskretng transformacje Fouriera.
Takie podejscie pozwala znalez¢ wartos¢ bezposrednio w pozadanym punkcie. Problem cal-
kowania po nieskonczonej dziedzinie mozna rozwiaza¢ uwzgledniajac fakt, ze dla |z| > 20
funkcja ta ma znikoma warto$é¢ (ponizej 107%) i jej obciecie nie powoduje znaczacych ble-
dow. Taka tez przyjeto dziedzine na jakiej okreslone byty probki funkeji. Wyniki dyskretne;j
projekcji z uzyciem tak zbudowanych wektoréw bazowych, w postaci btedow w okresleniu
wspOtezynnikéow a,,, przedstawiono w tabeli 3.6. Przedzial catkowania = € (—20, 20) zostal
podzielony na 100 do 5000 weztéw. Jako odniesienia uzyto wynikoéw wartosci otrzymanych
przez catkowanie (3.74) w dziedzinie widma, korzystajac z programu Maple. Jak widaé, osia-
gniecie dobrej doktadnosci wymaga uzycia wektorow o znacznej dtugosci, co praktycznie
wyklucza mozliwo$¢ tworzenia wspomnianego algorytmu jako wyniku projekcji dyskretne;j.
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TABELA 3.6: Btedy w okresleniu wspotczynnikéw algorytmu falkowego Battle-Lemarie

(3.75) metoda projekcji operatora D, zaleznie liczby oczek siatki tta, oznaczonej jako N.

Funkcja bazowa byta probkowana w statym przedziale € (—20, 20)

Wartosé
odniesienia

N=100

N=200

N=500

N=1000

N=2000

N=5000

err. [%]

err. [%]

err. [%]

err. [%)]

err. [%)

err. [%]

Qo

-1.291846

-3.977584

-1.016203

-0.159172

-0.039760

-0.009924

-0.001587

ai

0.156076

-18.326501

-4.656559

-0.726567

-0.181457

-0.045285

-0.007242

a2

-0.059639

-18.884359

-4.954294

-0.766765

-0.191745

-0.047839

-0.007651

a3

0.029310

-19.438059

-5.011282

-0.775724

-0.193859

-0.048366

-0.007735

Qy

-0.015372

-19.179133

-5.018720

-0.777332

-0.194362

-0.048494

-0.007755

Qs

0.008189

-19.397748

-5.013151

-0.778105

-0.194470

-0.048524

-0.007760

Qg

-0.004379

-19.225067

-5.003704

-0.777980

-0.194483

-0.048531

-0.007762

a7

0.002343

-19.344115

-4.992623

-0.778162

-0.194476

-0.048536

-0.007765

ag

-0.001254

-19.241729

-4.980537

-0.778056

-0.194470

-0.048545

-0.007774

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

—\

-10 -8 -6

RYSUNEK 3.8: Falka Battle-Lemarie " ¢(z), (3.74)

3.7 Algorytmy hybrydowe

Zwienczeniem zaprezentowanych rozwazan jest konstrukcja algorytméw hybrydowych w
ramach formalizmu dyskretnej projekcji. Laczenie dziedzin opisanych za pomoca réznych
funkcji bazowych byto zaréwno przyczynkiem, jak i jest stalym bodzcem do rozwijania
opisanych powyzej sformutowan, poczawszy od taczenia PEE z dziedzing réznic skonczo-
nych [113], a skoniczywszy na swobodnym mieszaniu réznych funkcji bazowych w ramach
jednej dziedziny ( [117]).

Cho¢ Metoda Roznic Skonczonych ma niewatpliwe zalety, w szczegélnosci jej postaé w
dziedzinie czasu pozwalajaca definiowaé problemy o rozmiarach rzedu milionéw zmiennych,
najlepiej sprawdza sie w analizie struktur o regularnych ksztattach. Komplikacja geometrii
analizowanej struktury prowadzi do lawinowego wzrostu liczby zmiennych. Oczywiscie moz-
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0 HAAR+FD 7
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RYSUNEK 3.9: Wykresy rodzaju podstawowego dla rozwiniecia
wielomianowego i Haara Srodkowej czesci dziedziny. Oprécz punk-
téw podziatu dziedzin, w Srodkowej czesci wykresu widaé nieciggtosé
rozwigzania z wykorzystaniem wielomianéw.

na unikna¢ nadmiernego rozmiaru problemu stosujac dobrze udokumentowane algorytmy
aproksymacji zaréwno elementow dielektrycznych jak i metalowych zawsze wymagaja one
jednak i tak gestszej siatki niz dla jednorodnej struktury. Przy definiowaniu gestych siatek
pojawia sie problem niepotrzebnego nadprobkowania pél w jednorodnych regionach struk-
tury. Zagadnienie to zostalo podchwycone przez tworcow algorytmow falkowych. Autorzy
utrzymuja, ze stosujac np. falki Battle-Lemarie mozna zej$¢ z gestoscia probkowania w prze-
strzeni do granicy Nyquista [48], albo przynajmniej w prosty sposéb liczbe tych zmiennych
ograniczy¢. Przyktadowo, stosujac schemat Haara réznego rzedu w roznych fragmentach
analizowanej struktury [25], mozna poprawi¢ wydajnosé¢ o kilkanascie procent w stosunku
do FDTD [28]. Algorytmy te doskonale sprawdzaja sie w jednorodnych fragmentach prze-
strzeni, implementacja granic dielektrycznych prowadzi do podobnej jak w metodzie réznic
skonczonych aproksymacji [28], natomiast wprowadzenie metalu do struktury jest bardzo
skomplikowane i powoduje znaczne bledy, co pokazano w publikacji [82]. Wspomniane
problemy stymuluja rozwdj algorytméw tgczenia rozwinie¢ falkowych z réznicami skonczo-
nymi tam, gdzie te ostatnie s doktadniejsze i wygodniejsze do zastosowania. Dodatkowym
bodZcem do rozwoju metod hybrydowych byla mozliwosé uzycia dobrze zdefiniowanych
warunkéw absorpeyjnych PML [10,23,30,93] w algorytmach MRTD [97].

3.7.1 Konstrukcja algorytméw hybrydowych w ramach dyskret-
nej projekcji

Zaktadajac, ze macierz problemu otrzymuje sie przez rzutowanie macierzy réznicowej
D na podprzestrzen rozpietg na arbitralnie zadanych macierzach W i V| mozna przyjac, ze
dowolny algorytm jest jednoznacznie okreslony poprzez podanie macierzy projekcyjnych.
Dlatego opis tworzenia algorytméw hybrydowych ogranicza sie do zdefiniowania generu-
jacych je macierzy projekcyjnych. Jako najprostsze, zostana przeanalizowane przypadki
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taczenia dziedzin roznic skonczonych z zaprezentowanymi powyzej schematami bazujacymi
na falkach Haara (3.70) czy prébkach wielomianéw (3.71). Aby rozwazy¢ problem na kon-
kretnym przyktadzie, niech dziedzina obliczeniowa (0, 7) zdyskretyzowana metoda réznic
skoniczonych, z N = 100 weztami zostanie podzielona na trzy fragmenty. Rozwiniecia beda
zastosowane w $rodkowej czesci, to jest od 11 do 90 wezta, natomiast obszary brzegowe po-
zostang niezmodyfikowane. Do rozwinie¢ uzyte beda takie same funkcje jak w przyktadzie
3.7, czyli falki Haara i probki wielomianéw (3.69) z nosnikiem o rozmiarze P = 10. Macierz
projekcyjng dla przypadku rozwiniecia w funkcje wielomianowe mozna zapisa¢, zachowujac
formalizm (3.90) jako

Lo

1,10

Lo

Macierze jednostkowe w (3.77) nie modyfikuja algorytmu réznicowego we fragmentach dzie-
dziny bliskich brzegu, natomiast macierz Ig ® ighto definiuje rozwiniecie identyczne jak
(3.58), ograniczone jedynie do poddziedziny miedzy 11 a 90 wezltem siatki tta. Rozwiazanie
problemu wtasnego (3.60) z wykorzystaniem tak zdefiniowanej macierzy projekcyjnej zesta-
wiono w tabeli 3.7, natomiast wykresy pierwszego wektora wtasnego na rys. 3.9. Jak widac,
dzieki dobremu zdefiniowaniu warunkéw brzegowych, osiagnieto doktadnos¢ poréwnywalng
ze schematem réznicowym przy znacznie mniejszej liczbie zmiennych.

Wartos¢ | Haar+FD 10 Legendre+FD
doktad- | oczek, btad w | 10 oczek, btad
na procentach w procentach
TABELA 3.7: Bfedy w okresleniu kil- 1 —0.073770 —0.0047903
ku mniejszych wartosci A\ poréwnane do 9 —0.358%0 —0.026445
wartosci analitycznych, przy zastosowa- 3 —0.90579 —0.088108
niu rozwiniecia Haara ,(')ra.z Wiellomiano— 1 15853 023373
Wegc.> z zachowaniem réznic skonczonych 5 59368 054051
ket e avgomego gy 0| —ewalT | LW
10 oczek siatkijt’(a. e ’ —3.8097 —2.3251
8 —5.2552 —4.6242
9 —7.0254 —9.0776
10 —8.9194 —2.3845

3.7.2 Klasyczne algorytmy hybrydowe a rzutowanie

Obszar brzegowy o wielkosci 10 oczek, czyli réwny rozmiarowi komorki siatki wyniko-
wej nie zostal w poprzednim przyktadzie wybrany przypadkowo. Mozna sie spodziewaé, ze
projekcja dyskretna bedzie réwnowazna schematom taczenia dziedzin opisanych za pomoca
réznych funkeji bazowych, omawianym np. w [97], [47] czy [113]. We wszystkich przypad-
kach do znalezienia relacji miedzy wspotczynnikami rozwinie¢ w obu regionach korzysta sie
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z iloczynu skalarnego, czy to jawnie, czy w postaci FWT3. Ponizej zostanie rozpatrzony
przypadek najprostszy, jakim jest tgczenie dziedziny opisanej falkami Haara i dziedzing roz-
nic skonczonych. Schematycznie uktad probek w obu regionach naszkicowano na rys. 3.10.
bLaczenie dziedzin opisanych przy pomocy roéznych funkcji bazowych wymaga zdefiniowa-
nia transformacji miedzy jedna a druga reprezentacja. W przypadku taczenia algorytmu
falkowego Haara z Metoda Rdznic Skonczonych (rys. 3.10), konieczne jest zdefiniowanie
brakujacych falek (zaznaczonych po lewej stronie linia przerywana) za pomoca prébek pél
na siatce Yee i odwrotnie, wyrazenie brakujacej probki roznicowej w funkcji falek Haara
opisujacych dany region. Pierwsza z wymienionych transformacji wymaga obliczenia iloczy-
nu skalarnego falek i probek roznic skonczonych. Z tego powodu konieczne jest, aby obszar
przejsciowy po lewej stronie rowny byt wielkosci falek Haara zdefiniowanych przy grani-
cy dziedzin. W szczegélnosci w obszarze przejSciowym nie powinna konczy¢ sie dziedzina
obliczeniowa. W przypadku konwersji w druga strone, wykorzystuje si¢ funkcje bazowych
po prawej stronie granicy dziedzin do brakujacej prébki pola, lezacej tuz przy granicy. Ta-
ka metodologia taczenia dziedzin zostala zaprezentowana w [97]. W przypadku przejscia

z algorytmu réznicowego na MRTD metoda projekcji identyczny schemat otrzymuje sie w
sposob automatyczny.

al

"""""" —\ a2

b4 b3 b2 bl

RYSUNEK 3.10: llustracja pofozenia prébek pola w przypadku
faczenia dziedzin. Dziedzina z lewej strony opisana jest za pomo-
ca réznic skonczonych, natomiast z prawej MRTD Haara. Budowa
odpowiedniego operatora pochodnej wymaga zdefiniowania braku-
jacych falek (linia przerywana) za pomoca prébek FD. Do tego celu

konieczne jest uwzglednienie wszystkich probek lezagcych w obszarze
brakujacej komérki Haara.

Algorytmy réznicowe o nieregularnej siatce i subgridding

Jako szczegolny przypadek metody hybrydowej mozna uznaé¢ dwa interesujace przypadki
- sformutowanie réznicowe na nieregularnej siatce oraz subgridding, czyli taczenie obszarow
roznic skonczonych w ktérych zdefiniowano siatki o réznych gestosciach.

3Fast Wavelet Transform



noZAdziat o LYSKIEina projerCja Operatorow roZniCowycrn

IFD M=27 | irtFD M=27 TABELA 3.8: Zestawienie btedéw w okresle-
00511 0.0945 niu wartosci A (3.61) w poréwnaniu do warto-
_d 1945 0.1175 $ci doktadnych dla rozwigzan metoda réznic

skonczonych dla nieregularnej siatki o 27 we-

-0.5246 -0.2654 en N | - ;
-1.1337 20.9962 ztach. |ereglf arrfq siatke uzyskano ploprz(?z
dyskretna projekcje (IFD) oraz bezposrednia
LS9 18604 dyskretyzacje z zastosowaniem schematu (1.2)
-2.8183 -2.8229 yskretyzacje u (1.

(irrFD)

Niech réwnanie (3.60) bedzie zdyskretyzowane metoda réznic skonczonych na siatce o
liczbie oczek N = 100. Sformultowanie to zostanie przeprobkowane z uzyciem wektoréw
(3.57), o rozmiarze P zmieniajacym sie od 1 przy brzegach do 5 w $rodkowym rejonie
dziedziny, czyli macierz projekcyjna mozna zapisa¢ jako:

V = qdlag hSO71 h SO,l h 8072 h 8073 h SO,4 h 8075
9 Y ) Y 9 YA

°

hg05 h G0 h g0 h o2 h SOJ} (3.78)

Wartosci wlasne problemu rzutowanego za pomoca macierzy (3.78) przedstawiono w ta-
beli 3.8, w rubryce oznaczonej jako IFD. Dla poréwnania zamieszczono wyniki uzyskane dla
klasycznego sformutowania réznicowego dla siatki nieregularnej (irrFD). Co ciekawe, wyniki
tego ostatniego sg inne (dokladniejsze), co oznacza, ze oba sformutowania nie sa réwno-
wazne. Istotnie, analizujac budowe schematu réznic skonczonych metoda Rayleigha-Ritza
mozna zauwazy¢, ze daje on w tym przypadku inne wyniki niz bezposrednia dyskretyzacja
(1.2).

Od sformutowania metod projekcji dla nieregularnej siatki juz tylko krok do dyskusji
algorytmow z siatkami o roéznej gestosci. Przyktady takiej analizy wymagaja zbudowania
problemow wielowymiarowych, i beda zaprezentowane w rozdziale poswieconym prezentacji
zastosowan metod projekcji w elektrodynamice, jednak juz w tym miejscu mozna cze$ciowo
naswietli¢ problemy zwigzane z tym zagadnieniem. Niech wyj$ciowy problem o rozmiarze
N = 100, bedzie rzutowany z uzyciem nastepujacej macierzy

126
V= Lo ® [ (3.79)

L

czyli po okoto 1/4 dziedziny z kazdej strony pozostanie niezmodyfikowane, natomiast srodek
zostanie przeprobkowany w stosunku 3:1. Wykres pierwszego wektora wtasnego przedsta-
wiono na rys. 3.12, natomiast kilka mniejszych warto$ci A zebrano w tabeli 3.9. Jak widac,
rozwigzania sa mniej doktadne niz dla sformutowania réznicowego dla siatki nieregularne;j.
W kontekscie subgriddingu wrézy to znaczne odbicie na granicy poddziedzin. Aby doktad-
niej przeanalizowa¢ problem, konieczne jest przyjrzenie si¢ budowie operatora drugiego
rzedu, uzyskanymi w sposéb (3.37) z uzyciem macierzy (3.79). Interesujacy fragment jest
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macierzg trojdiagonalng postaci:

fn—2

* ok v
R In (3.80)

x| % % g

x k. 92

g3

Jako f,, 1 g, oznaczono odpowiednio wspotezynniki reprezentujace pola w obu dziedzinach.
Konstrukeja (3.80) oznacza, ze jako ,brakujacych” elementéw kazdej poddziedziny uzywa
sie probki z dziedziny sasiedniej, najblizszej granicy, jak to zaznaczono na rys. 3.11. Z
kolei z punktu widzenia minimalizacji odbicia nalezatoby niekoniecznie najblizszy, element
okreslony na siatce [16,55]. Wynika z tego, ze nie jest mozliwe otrzymanie subgriddingu
postaci [55] metoda projekeji poprzez taczenie schematu Haara i réznicowego. Zdefiniowany
w formalizmie projekcji subgridding jest réwnowazny sformutowaniu [83].

Potozenie istniejacej probki

Optymalny punkt probkowania.

RYSUNEK 3.11: llustracja graficzna do macierzy (3.80).

3.7.3 Inne algorytmy hybrydowe

Powyzej zaprezentowano sformutowania i ograniczenia projekcji dyskretnej w najprost-
szym ujeciu. Zaltozono konstrukcje macierzy projekcyjnej w formie quasidiagonalnej, co
gwarantuje niski koszt jej ortogonalizacji i tatwos¢ podziatu dziedziny na fragmenty opi-
sane za pomoca réznych funkcji bazowych. Takie sformutowania beda wykorzystywane w
obliczeniach elektrodynamicznych zaprezentowanych w nastepnym rozdziale. Przed demon-
stracja zaawansowanych przyktadow warto jeszcze przedyskutowaé zasygnalizowany na po-
czatku problem taczenia dziedziny roznic skonczonych z elementami skonczonymi. Metoda
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RYSUNEK 3.12: Wykres pierwszego wektora wtasnego przy prze-
prébkowaniu czesci dziedziny w stosunku 3:1. W tabeli 3.9 zazna-
czono warto$¢ kilku mniejszych wartosci wtasnych.

TABELA 3.9: Wartosci A i btedy w ich okresleniu dla subgriddingu 1:3. Poréwnano roz-
wigzania uzyskane metoda projekcji i w drodze bezposredniej dyskretyzacji.

Bezposrednia
dyskretyzacja
wartos¢ | blad [%] || wartoé¢ | blad [%]
0.99963 | -0.037238 || 0.99996 | -0.0041958
1.9985 | -0.076031 || 1.9997 | -0.016782
2.9957 | -0.14358 2.9989 | -0.037758
3.9868 | -0.32916 3.9973 | -0.067120
4.9695 | -0.61025 4.9948 -0.10486

Projekcja

Elementow Skonczonych postuzy tu jako reprezentant metod siatkowych, gdzie dopusz-
cza sie czesciowe pokrywanie sie funkeji bazowych (3.44a). Podobna sytuacja wystepuje w
przypadku rozwinie¢ przy pomocy falek Battle-Lemarie czy Daubechies.

Niech dziedzina zagadnienia (3.60) podzielona bedzie tak, ze prawa czesé bedzie rozwi-
nieta z uzyciem funkcji bazowych definiujacych Metode Elementéow Skonczonych,

)(x — Tp1) T < T < Ty

To(2) = —)(x — Tmt1) T < T < Tyt (3.81)

0 pozostate x

gdzie jako z,, oznaczono m-ty wezel siatki gtéwnej (rzadkiej). Jak pokazano w [27], dys-
kretyzacja Rayleigha-Ritza operatora drugiej pochodnej, na mocy faktu, ze jest on sa-
mosprzezony, jest rownowazna dyskretyzacji sformutowania wariacyjnego, jakiego typowo
uzywa sie w metodzie elementéw skoriczonych. Zatem rzutowanie (2.9) z wykorzystaniem
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funkcji (3.81) daje taka sama macierz jak metoda Ritza zastosowana do odpowiedniego
funkcjonatu. Rozwazony zostanie przyktad taczenia dziedziny FD i FEM. Zaktada sig, ze
dziedzina obliczeniowa zostata rownomiernie podzielona na 10 przedziatéw FEM i N = 100
oczek FD. Rzutowanie dyskretne przy pomocy probek funkcji (3.81) daje wynik praktycznie
(czyli z bledem réwnym precyzji maszynowej) réwny otrzymanemu bezposrednio w wyniku
catkowania. Docelowo jednak cze$¢ dziedziny ma by¢ rozwinigta przy pomocy elementéw
Lagrange’a (3.81), cze$¢ natomiast ma pozosta¢ niezmieniona albo, co jeszcze bardziej po-
zadane, zosta¢ przeprobkowana np. w stosunku 1:2. Pierwszy problem jaki trzeba rozwiazaé
w takim przypadku to taki, ze operator FEM otrzymuje si¢ przez projekcje operatora dru-
giego rzedu, natomiast zmiane rozdzielczosci siatki, jak pokazano w przyktadzie (3.6) tylko
rzutujac operator rzedu pierwszego. Caltkujac przez czedci, zaktadajac zerowanie si¢ funkceji
(3.81) na brzegach dziedziny mozna rozbié¢ problem rzedu drugiego na iloczyn pochodnych
rzedu pierwszego

7Tm(x)d—2T (x)dx = 7iT (a:)iT (x)dx (3.82)
/ do? " B g doe " dr " '
co bezposrednio znajduje przetozenie na dziedzine dyskretna,

v’ (D'D)V = (DV)" (DV) (3.83)

Wzér (3.83) jest réwnowazny projekeji (3.37), z jednostkowa macierza W. Aby zrealizo-
waé postulowany podziat dziedziny pomiedzy FEM i schemat Haara, nalezy zdefiniowaé
nastepujace macierze projekcyjne:

hy.0,2 ]
v | 121y (3.84)

to[fut7]]
|1

W = (3.85)

gdzie jako 'V oznaczono wybrane wiersze macierzy zawierajacej probki (3.81) Nie podano
rozmiaru macierzy 'V ani jednostkowej, gdyz jest to przedmiotem dyskusji w nastepnym
akapicie.

Potaczenie dziedziny FEM z FD metoda projekcji nie jest mozliwe z uzyciem quasidia-
gonalnych macierzy projekcyjnych. Zdefiniowanie odpowiedniej przestrzeni rozwigzan wy-
maga zachodzenia na siebie obu rozwinie¢ na obszarze rownym krokowi siatki gtéwnej, czyli
w omawianym przypadku 1/10 dtugosci dziedziny. Wynika z tego, ze w macierzy (3.84) 50%
dziedziny jest niezmodyfikowane, natomiast 60% pokrytych jest funkcjami (3.81). Oznacza
to, ze jedna komoérka jest pokryta zaréwno funkcjami (3.57) jak i (3.81). Oznacza to, ze
rozmiar macierzy I, mnozonej tensorowo przez "u®? wynosi 24 x 24 w (3.84) i (3.85). Ma-
cierz /'V obejmuje natomiast probki 7% do 710 (3.81), czyli ma wymiar 100 x 6. Wyniki
symulacji z tak zdefiniowanymi macierzami projekcyjnymi przedstawiono w tabeli 3.10.
Wykres pierwszego wektora wtasnego zamieszczono na rys. 3.13.

Przyktad ten ilustruje potencjalne problemy, jakie mozna napotkaé przy probie taczenia
dziedziny elementow skonczonych z réznicami skonczonymi metoda projekeji. Dodac nale-
zy, ze w tym przypadku baza projekcyjna nie byta ortogonalna, co wymagato rozwiazania
uogdblnionego problemu wtasnego. Doktadne przyblizenie macierzy FEM uzyskano dzigki
regularnodci siatki FEM, a jak wiadomo taka nalezy do rzadkosci w praktycznych zastoso-
waniach tej metody. W problemach elektrodynamicznych dodatkowym utrudnieniem jest
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RYSUNEK 3.13: Wykres rozwigzania problemu metoda hybrydowa
FD-FEM, oraz HAAR+FEM. Zaznaczono podziat dziedziny wraz z
obszarem wspdlnym dla obu rozwiniec.

FD+FEM | HAAR+FEM

0.1979 0.6397 TABELA 3.10: Btad (w [%]) wartosci
0.7879 1.7901 A problemu (3.61) wyznaczonych z uzy-
1.6738 2.0408 ciem algorytmu hybrydowego FEM z FD
3.0386 4.0250 oraz falkami Haara.

4.0353 4.3610

fakt, ze dla innej analizy niz elektrostatyczna, rownania wyjsciowe réznic skoriczonych (ro-
tacja) réznig sie od funkcjonatéw zdyskretyzowanych metoda Ritza [37]. Operatory réznic
skonczonych przestaja by¢ wtedy elementem taczacym metody ciggte i dyskretne.

3.8 Wektory bazowe dla wielowymiarowych operato-
row

Do tej pory przedstawiono konstrukcje wektoréw bazowych dla przypadku rzutowania
problemu jednowymiarowego. Dla efektywnego zastosowania projekcji w analizie rzeczywi-
stych struktur konieczne jest zdefiniowanie wektorow reprezentujacych dwu i tréojwymia-
rowe rozwiniecia w przestrzeni. Odpowiednie wektory zostang zdefiniowane analogicznie
do schematéw falkowych [48]. Niech dana jest funkcja u(x) ktéra ma reprezentowaé po-
le na pewnym odcinku x € (zg, 7). Jej uogélnienie na wieksza liczbe wymiaréw mozna
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zdefiniowa¢ nastepujgco:

u(r,y) =u(x) - u(y)

x € (2o, 21), ¥ € (Yo, Y1) (3.86)
lub
u(z,y,2) = u(z) -u(y) - u(z)
x € (w,71), Y € (yo,41), 2 € (20, 21) (3.87)

Wzory (3.86) 1 (3.87) opisuja typowy przypadek, gdy tej samej funkeji macierzystej u uzywa
si¢ do reprezentacji pél we wszystkich kierunkach. W ogélnosci mozna jednak funkcje te dla
kazdego kierunku zdefiniowaé¢ niezaleznie od siebie, jako "u(z),Yu(y) oraz *u(z). Ponadto,
zgodnie z filozofia schematow multiresolution w kazdym obszarze moze by¢ zdefiniowane
do kilku funkcji bazowych zamiast w miejsce pojedynczej funkcji u. Analogiczne do (3.86)
i (3.87) rozwiniecia mozna zdefiniowaé w przestrzeni weztéw siatki Yee. Elementy wektora
bazowego w przestrzeni dyskretnej ®¥*u mozna zapisac¢ jako:

Un,mg = U YUy - Z . (3.88)

W szezegblnosci, wektory u moga by¢ jednymi ze zdefiniowanych wezesniej: (3.57), (3.66),
(3.69). Zapis u;; nalezy rozumieé¢ jako wNp(nm,y gdzie IND(n,m,[) jest odwzorowaniem
wiazacym indeks liniowy wektora z jego polozeniem w siatce (1.5). Z doktadnoscia do
permutacji (3.88) mozna zapisaé jako

PP P ="u®Yu® ‘u (3.89)

Latwo sprawdzi¢, ze dla unormowanych wektoréw ‘u wektor wynikowy “%’u ma takze
norme réwna 1. Co wiecej, jesli podmacierz projekcyjna zbudowana w sposéb (3.68) zostanie
wykorzystana do wygenerowania wielowymiarowej bazy np.

?.? ?.7?
0,10 0,10

S='S"®'s (3.90)
to macierz S (3.90) takze bedzie ortogonalna. Jest to bardzo istotna obserwacja, z punktu
widzenia ogdélnosci proponowanego sformutowania i mozliwosci jego implementacji w sposéb

maksymalnie zautomatyzowany.

Przyktad 3.8 Ponizej zostanie zaprezentowana budowa dyskretnej, dwuwymiarowej fal-
ki Haara i jej zastosowanie do rozwigzania skalarnego réwnania Helmholtza, réwniez w
dwéch wymiarach. Falke te wybrano ze wzgledu na prosta i przejrzysta posta¢ macierzy
projekcyjnych (por. (3.70) i (3.71)). Niech dana bedzie macierz hght,

1
hld = — (3.91)

Kolumny (3.91) definiuja dwa wektory bazowe na no$niku réwnym 4 weztom siatki tla.
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(a) (b)
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RYSUNEK 3.14: Przyktadowy dwuwymiarowy wektor bazowy - ksztatt funkcji w przestrzeni

ciggtej (b) i sposéb jego prébkowania w przestrzeni.

Zgodnie z postulatem (3.90), macierz bazowa dla dwoch wymiaréw wyglada nastepujaco:

1 -1 -1 17
1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
1 1 -1 -1
1 -1 -1
1 -1 -1 1
1 -1 -1
hhaldld _ hald o ngld 1|1 1 -1 —1
S ="S7®"S"T =~ T — (3.92)
1 -1 1 -1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 -1 1 -1
1 -1 1 -1
1 1 1 1
11 1 1]

Poziomymi liniami oddzielono wiersze nalezace do kolejnych warstw w kierunku y (zakla-
dajac, ze (3.91) definiowalto probki w kierunku z). Budujac macierz projekcyjna dla catego
problemu (w omawianym przypadku 10 na 10), konieczne jest odpowiednia permutacja
wierszy (3.92). Wyglad finalnej macierzy projekcyjnej przedstawiono na rys. 3.15, nato-
miast wykresy rozwigzania problemu wyjéciowego i rzutowanego widoczne sg na rys. 3.16.
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RYSUNEK 3.15: Widok macierzy projekcyjnej dla dwuwymiarowej
siatki r6znicowej 10 na 10 oczek. Pierwsze cztery kolumny zawiera-
ja odpowiednio spermutowana macierz (3.92), pozostate elementy
maja wartos$¢ réwna 1. Rzutowany jest obszar miedzy 3 a 6 weztem
w obu kierunkach.

RYSUNEK 3.16: Wykres rozwigzania (pierwszego) skalarnego réwnania Helmholtza dla siatki 10 na
10 oczek macierzy projekcyjnej (rys. 3.15). Rzadka siatka uwypukla btad spowodowany przez projekcje.
Réznica w znalezionej czestotliwosci rezonansowej miedzy oboma rozwigzaniami wynosi okoto 11 %.

3.9 PEE - Szczegélny przypadek projekcji wielowy-
miarowej

Technika czesciowego rozwinigcia w funkcje wlasne (PEE) [19, 47, 68,69, 71, 75] jest
szeroko wykorzystywana zaréwno w jednorodnych strukturach falowodowych jak i cylin-
drycznych. Wprowadzenie do techniki PEE dla przypadku ciagtego zostato zaprezentowane
w podrozdziale 1.6.3. W tym miejscu zostanie rozwazona projekcja dyskretna z uzyciem
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funkcji harmonicznych, ktéra w rezultacie daje identyczny wynik jak zastosowanie techniki
PEE dla problemu ciggtego.

Niech operator réznicowy reprezentujacy pochodna pierwszego rzedu D (1.23) ma roz-
miar N+1na N. W ten sposob operator rzedu drugiego, otrzymany jako DD jest macierza
Czebyszewa N x N [65]. Wektorami wlasnymi tej macierzy sa wektory g™, ktérych elementy
wyraza zalezno$¢ (z dokladnoscia do stalej a),

gy = asin (ﬁiﬂl) , n,m=1.N (3.93)

Niech tak zdefiniowany wektor g™ bedzie argumentem D, wtedy
f" =Dg™ (3.94)
Wektor wynikowy f" mozna zapisa¢ w postaci jawnej, korzystajac z definicji macierzy D

(1.23), jako

= (o — o) (3.95)

Podstawiajac (3.93) do (3.95) uzyskuje si¢ (zaktadajac dla uproszczenia a = Ax)
. ((n+1)mmz , ( nmm )
sin ( ~———— | —sin
N+1 N+1

Heos (@Tﬁﬁ]; )> o <2<N7T+ 1)) -
b cos M 3.96
( ) (3.96)

gdzie

) T
b=2sin (W) (3.97)
Oznacza to, ze wektory f™ (3.96) zawieraja doktadnie probki funkeji cosinus okreslone
w weztach siatki dualnej. Widaé¢ tu bezposrednig relacje miedzy przypadkiem ciaglym i
dyskretnym, gdyz obie funkcje sa zwiazane identyczna relacja w przestrzeni cigglej. Aby
podejscie ciggte i dyskretne w przypadku PEE mozna byto traktowaé rownowaznie, koniecz-
ne jest wykazanie, ze wektory f™ sg do siebie ortogonalne. Wtedy bowiem, podobnie jak
w przypadku ciggltym, projekcja operatora pierwszej pochodnej na baze w postaci funkcji
harmonicznych daja macierz diagonalna,

f"'Dg" =0 m #n (3.98)

Innymi stowy, rozwiazania zwiazane z r6zng zmiennoscia (wielko$¢é m w (3.96)) moga by¢
rozseparowane.

Ortogonalnos¢ wektorow ™

Niech dana bedzie macierz
A = DD’ (3.99)
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o rozmiarze N +1 na N +1. W odréznieniu od D7D, nie jest juz ona macierzg Czebyszewa.
Ma ona bowiem postaé

A=— o (3.100)

Podstawiajac £ do macierzy (3.100), otrzymuje sie wektor z™,

= s (0 2fm+f,z”1)

1 mm(n — 3) 2 mm(n + 3 N
Ag? % N+1 Ag? % N—|—1
n 1 mm(n + 1 —I— _
A2\ NTT )T
2 mm(n+ %) _
~ Rz 08 ( Nl (1 —cos(Azx)) =
mm(n + %)
v — 27 101
cos( Nl ) (3.101)
gdzie
2
V= —— (1 — cos(Ax)) (3.102)

Ax?
Z (3.101) wynika, ze prébki funkeji cosinus moga tworzy¢ wektor whasny macierzy (3.100).
Zaleznosé (3.101) jest spelniona jedynie dla wewnetrznych punktow, tj. dla n = 2..N. Aby
przesledzi¢ elementy z™ zwiazane z brzegowymi probkami, rozwazone zostanie réwnanie
opisane przez pierwszy wiersz macierzy (3.100).

N+1 N +1
cos(mw%>—cos<w>+cos<mﬂé)—cos(mw%)z
N+1 N +1 N+1 N +1

1 1 14l

— cos (%) + 2 cos <%> — co8 <%+12)> (3.103)
Z przeksztalcenia (3.103) wynika, ze wektor £ moze by¢ wektorem wlasnym (3.100) pod
warunkiem, ze bedzie zawierat probki funkceji, ktorej pochodna zeruje sie na brzegach dzie-

dziny. Funkcje £™ maja te wlasnos$¢, zatem sa wektorami wtasnymi (3.100). Jednoczesnie
(3.100) jest macierza symetryczna, zatem £™ sg ortogonalne.

Wektory zbudowane z probek funkcji harmonicznych, bedace argumentem operatora
macierzowego reprezentujacego pierwsza pochodna, zachowujg si¢ doktadnie tak samo jak
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w przestrzeni ciaglej (por. roz. 1.6.3). Projekcja operatora rotacji daje w rezultacie identycz-
na macierz jak zastosowanie PEE z doktadno$cig do dyspersji numerycznej,. W przypadku
sformutowania ciggtego, rozwiniecie funkcyjne dokonywane jest przed dyskretyzacja, na-
tomiast w omawianym przypadku po. Projekcja dyskretna nie eliminuje zatem dyspersji
numerycznej w rozwijanym kierunku, co byto cechg sformutowania cigglego. Z drugiej stro-
ny, rozmiar siatki przed rzutowaniem w zaden sposéb nie wplywa na wynikowy rozmiar
problemu, mozna wiec, planujgc dyskretne rozwiniecia funkcyjne, zdefiniowaé siatke od-
powiednio gestsza. Celem definiowania metody PEE w przestrzeni dyskretnej jest tatwosé¢
tworzenia algorytmoéow hybrydowych, lokalnie wykorzystujacych rozwiniecia harmoniczne.

3.10 Wstep do hybrydowej analizy wielowymiarowej

Do zalet Metody Roéznic Skonczonych nalezy mozliwosé analizy struktur o dowolnej
geometrii oraz mozliwo$¢ definiowania probleméw o bardzo duzej liczbie zmiennych. Mo-
dyfikacje metody nie powinny negatywnie wptywac¢ na zaden z tych elementéw. Niniejszy
podrozdziat prezentuje zagadnienia zwigzane z analizg tréjwymiarowa, takie jak wplyw
projekcji na wydajnos¢ obliczeniows oraz istnienie rozwigzan pasozytniczych. Rozwazony
zostanie bardzo prosty przyktad - analiza pustego rezonatora cylindrycznego o promieniu
15mm i wysokosci 20mm. Rozmiar siatki bedzie réwny 1mm w kazdym kierunku, co od-
powiada siatce 15 na 20 oczek w plaszczyznie pz. W kierunku osiowym zdefiniowano 30
oczek, stad, ogélna liczba zmiennych opisujacych strukture wynosi okoto 35000. Wyniki
analizy dla Metody Ré6znic Skonczonych przedstawiono w tabeli 3.11. Czestotliwosci rezo-
nansowe znaleziono zaréwno metoda czasows, jak i rozwigzujac problem wlasny. Wartosci
odniesienia zostaly skonfrontowane z testami wykorzystujacymi rozwiniecia funkcyjne w
nastepujacych konfiguracjach:

1. Rozwiniecia harmoniczne w kierunku ¢ w catej dziedzinie, czyli problem réwnowazny

PEE.

2. Rozwiniecia harmoniczne wzdtuz osi ¢ dla p < po/2, reszta dziedziny niezmodyfiko-
wana.

3. Rozwiniecia harmoniczne wzdtuz osi ¢ dla p < po/4 1 po/2 < p < 3po/4.

4. Ugzupetnienie poprzedniego przyktadu o rozwinigcia harmoniczne wzdtuz osi z, dla
wewnetrznego obszaru.

5. Dodatkowe rozwinigcie zewnetrznego pierscienia z testu (3) w wielomiany Legendre’a
wzdhuz osi z.

Parametry symulacji, takie jak wielko$¢ macierzy i czas rozwigzania przedstawiono w ta-
beli 3.12. Analizujac zebrane tam dane widaé¢, ze na szybkos¢ symulacji wptywaja trzy
elementy - rozmiar macierzy, jej gesto$¢ oraz norma. Widoczne jest to w szczegoélnosci dla
ostatniej symulacji, z uzyciem probek wielomianéw jako funkcji bazowych. W przeciwien-
stwie bowiem do funkcji harmonicznych, powoduja one zageszczanie macierzy (rys. 3.18).
Czestotliwosci rezonansowe uzyskane w symulacjach 1 do 4 sg praktycznie identyczne, co
jest zwigzane z faktem uzycia funkcji wtasnych do budowy podprzestrzeni projekcyjnej. Do-
piero rozwinigcia wielomianowe, ktore nie oddaja bezposrednio rozktadu pola, powoduja
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zmiany w uzyskanym wyniku. Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze choé¢ zastosowane rozwinie-
cia harmoniczne rownowazne sa ciaglej metodzie PEE, to jednak rzutowanie w przestrzeni
dyskretnej pocigga za sobg istnienie dyspersji numerycznej w rozwijanych kierunkach. Za-
tem w symulacji 2, gdzie uzyskuje sie problem dwuwymiarowy, liczba oczek zdefiniowanych
w kierunku ¢ wptywa na doktadnos$¢ rozwiazania, podobnie jak gestosé¢ siatki tta np. w
przyktadzie 3.2.

RYSUNEK 3.17: Podziat dziedziny w analizie 4 i 5. Kolorem za-
znaczono modyfikowane obszary.

TABELA 3.11: Wartosci czestotliwosci rezonansowych rezonatora cylindrycznego (w GHz)
- wyniki analiz FDTD, FDFD oraz wartos¢ doktadna.

mod Wartosé doktadna | 3D FDFD | 3D FDTD

TEy o, 14.318 14.286 14.287
TEyq1, 9.5183 9.508 9.508
TEya; 12.279 12.231 12.231
T M o0 7.6681 7.645 7.645
TM 10 12.197 12.170 12.17
TM; o, 10.726 10.704 10.703
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TABELA 3.12: Parametry symulacji bez rzutowania oraz z rzutowaniem. Liczba elemen-
téw niezerowych operatora zaznaczona zaréwno dla operatora pierwszego (nzl) jak i dru-
giego rzedu (nz2). Zaznaczono czas rozwigzania problemu wtasnego algorytmem Jacobiego-

Davidsona (JDCG)

Analizy hybrydowe
kD 1 ] 2 | 3 | 4 5
rozmiar 25K 1700 | 125K | 125K | 11.7K | 11.3K
nzl 100K 5K 51K 7K 57K 63K
nz2 315K 12K 160K | 217K 213K 350K
norma macierzy || 3.3e25 | 9.0e23 | 9e23 | 9.1e23 | 9.12e23 | 9.15e23
At 3.14-13 | 1.87-12 | 1.9-12 | 1.88-12 | 1.88-12 | 1.89-12
JDCG 60s 1.2s 12s 10s 10s 13s
MV 3000 600 700 700 750 1200
it /s 700 25000 | 2000 1600 1800 1630

TABELA 3.13: Poréwnanie btedéw (w procentach) w okresleniu wybranych czestotliwosci

wiasnych dla symulacji z uzyciem réznych rozwinie¢ funkcyjnych.

Wartos¢ doktadna ‘ FD ‘ sym. 1 ‘ sym. 2 ‘ sym. 3 ‘ sym. 4 ‘ sym.

7.6681 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
9.5183 0.11 | 0.11 0.11 0.11 0.11 0.08
10.726 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 2.3

i
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(a) (b)
RYSUNEK 3.18: Macierze (operatora drugiego rzedu) z symulacji 5 (a) oraz niezmodyfikowana

macierz réznicowa (b).

3.10.1 Rozwigzania pasozytnicze

Istotna kwestig przy definiowaniu nowych funkcji bazowych dla operatorow ciagtych
jest mozliwosé istnienia rozwiazan pasozytniczych [9,16,48,96]. Wymaga to zdefiniowania
dodatkowych kryteriéw pozwalajacych rozréznié¢ rozwigzania fizyczne od pasozytniczych.
Kryterium tym moze by¢ np. warunek zerowej dywergencji [9]. W przypadku algorytméw
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hybrydowych sytuacja jest bardziej zlozona. Przyktadowo, w symulacji oznaczonej jako
trzecia, podprzestrzen rozwigzan zostata tak dobrana, ze w wewnetrznej czesci dziedziny
moga istnie¢ wytacznie pola o zmiennosci katowej 0 i 1. Wyzsze mody wzbudzone w ze-
wnetrznym obszarze bedg zwarte na granicy poddziedzin, co spowoduje istnienie dodatko-
wych rezonansow z tym zwiazanych. Inna jest zatem natura takiego rezonansu. Rozwigzan
pasozytniczych tego typu mozna unikna¢ zapobiegajac ich wzbudzaniu. W dziedzinie cza-
su oznacza to pobudzanie w obszarze najbardziej restrykcyjnie ograniczajacym przestrzen
rozwigzan, w omawianym przypadku w rozwinietym obszarze. W dziedzinie czestotliwo-
sci, rozwigzujac problem wlasny nalezy natomiast tak dobraé¢ wektory startowe, aby pola
w wybranych podobszarach byty réwne zeru. Tym sposobem udato si¢ zlikwidowa¢ mody
pasozytnicze pojawiajace sie w symulacji 5.



Rozdziatl 4

Analiza wybranych struktur
mikrofalowych

W poprzednim rozdziale zaprezentowano idee tworzenia algorytméw hybrydowych na
bazie sformutowania operatorowego Metody Ro6znic Skonczonych. Zaprezentowane przykta-
dy ograniczaly si¢ do najprostszych probleméw i miaty na celu jedynie ilustracje koncepcji
dyskretnej projekcji. W niniejszym rozdziale zaprezentowane sa przyktady analiz struktur
mikrofalowych pokazujace mozliwosci zastosowania zaprezentowanych wczeéniej algoryt-
moéw. Rozdzial rozpoczyna omoéwienie prostych analiz dwuwymiarowych, takich struktur
jak rezonator z metalowym ostrzem [85] oraz filtr falowodowy obciazony wktadkami dielek-
trycznymi [59]. W kolejnej odstonie zaprezentowana jest analiza rezonatoréw, zaréwno w
dziedzinie czasu jak i czestotliwosci [5,61]. Symulacje sa przeprowadzane zaréwno w ukla-
dzie kartezjanskim jak i cylindrycznym. Dla tego ostatniego uzyskano szczegodlnie ciekawe
rezultaty [115]. W czeSci ostatniej dyskutowane beda struktury zawierajace linie spiralne.
Analiza tego typu ukladow byta bowiem waznym elementem prac prowadzonych przez au-
tora [86,87]. W niniejszym rozdziale zostanie takze wyznaczony btad zwiazany z odbiciem
na granicy siatek Haara/Legendre’a i réznicowej.

(a) (b)

RYSUNEK 4.1: Rezonator z cienka metalowa przegroda. Ogdlny widok struktury. Jasnym kolorem
wyrézniono modyfikowane obszary.

75
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4.1 Analizy w dziedzinie czestotliwosci

4.1.1 Analiza rezonatora z cienky przegrodg metalowg

Pierwszym zaprezentowanym przyktadem jest analiza rezonatora z cienkg przegroda
metalowa [84]. Szkic struktury widoczny jest na rysunku 4.1. Istnienie metalowej, teore-
tycznie nieskonczenie cienkiej przegrody powoduje, ze dla niektorych rodzajow wystepuje
na jej konicu osobliwo$¢ pola, widoczna na wykresie rozktadu pola na rys. 4.2, co negatywnie
wplywa na doktadnos¢ aproksymacji roznicowej. Z tego powodu, aby uzyska¢ zadowalajaca
precyzje rozwigzania minimalizujac jednoczesnie koszt numeryczny konieczne jest zastoso-
wanie algorytméw aproksymacyjnych [9,85] lub makromodeli [53]. W zaprezentowanym
ponizej przykltadzie wzrost wydajnosci w stosunku do pierwotnego sformutowania FDFD
dla gestej siatki uzyskano dzigki zastosowaniu schematu hybrydowego, ktory redukuje liczbe
zmiennych w obszarach jednorodnych struktury. Sformutowanie réznicowe zostalo zamie-
nione na falkowe (3.57) lub oparte na rozwinigciu pola w funkcje wielomianowe (3.69).
Ksztalt struktury sugeruje takze mozliwos¢ uzycia rozwiniecia obszarow w funkcje harmo-
niczne, czyli mozliwosé zdefiniowania hybrydowej metody PEE-FDFD [113].

Rezonator o wymiarach 5mm na 6mm zostat podzielony siatka 160 na 192, co odpowia-
da rozmiarowi oczka Ax = Ay = 31.25um. Metalowa przegroda, znajdujaca si¢ w potowie
dtuzszego boku ma dtugo$é 2mm, czyli 64 wezty siatki. Problem wyj$ciowy opisuje zatem
prawie 500 tysiecy zmiennych. Symulacje struktury przeprowadzono w dziedzinie czestotli-
wosci. Problem wlasny rozwiazano solverem JDCG [4], bazujacym na technice Jacobiego-
Davidsona. Dla potrzeb dyskretnej projekcji dziedzina obliczeniowa zostata podzielona na
4 podobszary, widoczne na rysunkach 4.1 (a) i (b). Sa one okreslone w nastepujacy sposéb:

e Obszar 1: y < 86Ay.

e Obszar 2: y > 110Ay.

e Obszar 3: 86Ay <y < 110Ay i = > 80Ax.
e Obszar 4: reszta dziedziny (w tym ostrze).

W ten spos6b ostrze zostato otoczone obszarem pokrytym siatka Yee, wielkosci okoto 10
oczek w kazda strone. Wykonano 8 testow, modyfikujac obszary 1-3 w sposéb przedsta-
wiony w tabeli 4.1. Wyniki wszystkich symulacji, a takze podstawowe parametry, takie jak
czas rozwigzania i rozmiar problemu zestawiono w tabeli 4.2. Porownano w niej otrzyma-
ne réznymi metodami czestotliwosci rezonansowe rodzajoéw, zachowujac nazewnictwo [85],
TFE., oraz T M.y, czyli tych dla ktorych wystepuje osobliwo$¢ pola i jednocze$nie wyniki
symulacji sg najmniej doktadne. Warto porownaé¢ wyniki uzyskane w testach IIT i IV oraz
V i VI. W pierwszej parze testéw zastosowano w nich strefe buforowa réwng 6 oczkom
siatki tta miedzy obszarem rozwijanym w funkcje a metalowym brzegiem. Istnienie takiego
obszaru wydaje sie celowe, ze wzgledu na znieksztalcenia wprowadzane przez uzyte funkcje
bazowe przy brzegach dziedziny, co bylo miedzy innymi trescia przykitadu 3.6. Podobna
strefe buforowa zastosowano definiujac algorytm hybrydowy FDTD-MRTD [97]. Wyniki
wspomnianych symulacji, poréwnane z wynikami V i VI wskazuja, ze wspomniana strefa
buforowa nie poprawia doktadnosci. Jest to zwigzane z faktem, ze stosunek gestosci siat-
ki tta do rozmiaru funkcji bazowej jest na tyle maly, ze wprowadzany w ten sposéb btad
jest pomijalny. Co wiecej, charakter tego bledu (wirtualne zmniejszenie dziedziny, por.
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podrozdzial 3.7.1) pozwala w tym przypadku czesciowo kompensowaé dyspersje schematu
roznicowego.

Warto wspomnieé, ze bardzo podobny przyklad jest zaprezentowany w artykule [97]
omawiajacym sposob tworzenia algorytmu hybrydowego FDTD-MRTD. We wspomniane;j
pracy uproszczono jednak problem przez zatozenie grubej przestony, powodujacej mniejsze
zaburzenie pola. Podobny tez przyklad rozwazony jest w pracy [82], gdzie dyskutowana
jest niska doktadnosé¢ schematéw falkowych w tego typu strukturach.

TABELA 4.1: Sposdb modyfikacji dziedziny w réznych analizach rezonatora (4.1). Obszar
4, nie byt modyfikowany w zadnej z symulacji.

Nr e

. obszar | Zastosowane rozwiniecia
analizy
I 1-4 | Niezmodyfikowana siatka Yee

Rozwinigcia wielomianowe P, P, = 6 rzedu 1 w kierunku x
11 1-3 | iy, z pozostawiona niezmodyfikowana siatka Yee (6 oczek)
przy brzegach dziedziny

Dyskretne falki Haara P,, P, = 6 rzedu 1 w kierunku z iy z
111 1-3 | pozostawiona niezmodyfikowang siatka Yee (6 oczek) przy
brzegach dziedziny

Rozwinigcia wielomianowe P, P, = 6 rzedu 1 w kierunku

v 1-3 i
xiy
\% 1-3 Dyskretne falki Haara P,, P, = 6 rzedu 1 w kierunku z i y
1 Zdyskretyzowane funkcje harmoniczne n = 0..2, dodatkowo
VI rozwinigcia wielomianowe P, = 6 rzedu 1 w kierunku y
5 Zdyskretyzowane funkcje harmoniczne n = 0..2, dodatkowo

rozwinigcia wielomianowe P, = 6 rzedu 1 w kierunku y
3 Niezmodyfikowana siatka Yee
Zdyskretyzowane funkcje harmoniczne n = 0..2, dodatkowo

VI L rozwinigcia wielomianowe P, = 6 rzedu 1 w kierunku y
9 Zdyskretyzowane funkcje harmoniczne n = 0..2, dodatkowo
rozwinigcia wielomianowe P, = 6 rzedu 1 w kierunku y
3 Rozwinigcia wielomianowe P,, P, = 6 rzedu 1 w kierunku
riy
1 Zdyskretyzowane funkcje harmoniczne n = 0..2
VIII 2 Zdyskretyzowane funkcje harmoniczne n = 0..2
3 Niezmodyfikowana siatka Yee

4.1.2 Filtr falowodowy z elementami dielektrycznymi

Jako drugi przyktad przedyskutowana jest analiza filtru falowodowego obciazonego
periodycznie rozmieszczonymi cylindrycznymi pretami dielektrycznymi. Widok struktury
przedstawiono na rys. 4.3. Zostala ona zaprezentowana w [59], gdzie przedstawiono wyniki
analizy metoda dopasowania rodzajow oraz dane pomiarowe. Kotki dielektryczne o $redni-
cy 4mm i przenikalnosci wzglednej €, = 14.8 zostaly rozmieszczone parami, symetrycznie



O £4as5L050WdNic meLoa projercjl w algorytimdcn roZnicowycn ...

RYSUNEK 4.2: Wykres sktadowej E, (z lewej) i Ey(z prawej) pola elektrycznego dla pierwszego z
rezonanséw.

TABELA 4.2: Czestotliwosci rezonansowe rodzajéow T E.1 oraz T'M,; uzyskane w symula-
cjach | - VIII. Jako wartosci odniesienia przyjeto czestotliwosci ekstrapolowane w [84], réwne
19.6686 i 46.6693 GHz

symulacja | 1 | o | m | v | Vv | VI | VI | VI

TE., f [GHz] 19.621 | 19.622 | 20.124 | 19.622 | 20.109 | 19.741 | 19.752 | 19.753
¢ Btad [%)] -0.242 | -0.237 | 2.315 | -0.237 | 2.239 | 0.368 | 0.424 | 0.429
TM,, f [GHz] 46.746 | 46.739 | 46.179 | 46.737 | 46.411 | 46.501 | 46.482 | 46.482
¢ Btad [%)] 0.164 | 0.149 | -1.051 | 0.145 | -0.553 | -0.361 | -0.401 | -0.401

Liczba zmiennych | 91329 | 22944 | 22944 | 14832 | 14832 | 12358 | 7024 | 10621

Czas rozwiazania [s] | 260 60.7 60 41 39 41 24 34

wzgledem osi podtuznej falowodu. Odlegto$é miedzy nimi wynosi 15.7mm w kierunku po-
przecznym i 7.8mm wzdhuz kierunku propagacji. Catoé¢ zamknieta jest w falowodzie WR90
o boku 22.86mm. Jednorodno$¢ struktury w pionie i pobudzenie rodzajem podstawowym
pozwala na uproszczenie analizy do skalarnego réwnania Helmholtza. Symulacje przepro-
wadzono w dziedzinie czestotliwosci. Dziedzine obliczeniowa wstepnie podzielono siatka
roznicowg 100 x 500 komoérek. Nastepnie, metodg projekcji wiekszos¢ obszaréw jednorod-
nych zmodyfikowano tak, ze pole w nich wyrazone byto przy pomocy probek falek Haara
badz wielomianéw Legendre’a. We wszystkich przypadkach modyfikowane byty fragmen-
ty o rozmiarze 4 na 4 oczka siatki Yee. Niezmodyfikowana Metoda Roznic Skonczonych
byta zastosowana do obszarow o wielkosci 32 na 32 oczka, zawierajacych elementy die-
lektryczne oraz ich najblizsze otoczenie (Srednica pojedynczego preta, w przeliczeniu na
rozmiar siatki, réwna jest w przyblizeniu 17 weztéw). Dodatkowo, w kilku przekrojach
najblizszych ptaszczyzn portow zastosowano dyskretna wersje PEE, dzicki czemu uzyska-
no bezposrednia relacje miedzy warto$cia zmiennej a amplituda wybranego rodzaju. Tak
zmodyfikowany problem, byl rozwigzany metoda bezposrednia w dziedzinie czestotliwosci.
W tabeli 4.3 przedstawiono parametry symulacji. Wykonano 3 analizy, w ktérych uzyto
wielomianéw stopnia 1 a takze falek Haara stopnia 0 i 1. Przy przyjetym rozmiarze funk-
¢ji rownym czterem oczkom siatki tta w obu kierunkach oznaczato to zastapienie kazdych
16 zmiennych czterema, natomiast w ostatnim przypadku zastosowania falki Haara tyl-
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TABELA 4.3: Parametry symulacji filtru falowodowego z wktadkami dielektrycznymi. Po-
rownano analize FDFD z metodami hybrydowymi. W kolejnych symulacjach uzyto odpo-
wiednio falek Haara P = 4 stopnia 1 (HAAR1) i stopnia 0 (HAAROQ) oraz wielomianéw
Legendre'a (POLY). Czas rozwigzania podano dla jednego punktu czestotliwosci.

Analiza | FDFD | HAAR1 | HAARO | POLY

Rozmiar macierzy 41515 | 15379 8845 15379

El. niezerowe 208K 160K 46.8K 210K

Czas rozw. [s] 4.0 2.0 0.38 1.88

Wzg. przyspieszenie 1 2 10.5 2.12
Odbicie od pustej siatki [dB] -65 -31 -22 -65

ko rzedu zerowego - jedna. Na wykresie 4.4 wykreslono charakterystyke czestotliwo$ciowa
badanego uktadu. Jak wida¢, wszystkie wyniki sa zblizone, czyli kazda z symulacji daje
zadowalajaca doktadnoéé. Konfrontujac czasy symulacji z tabeli 4.3 z charakterystyka cze-
stotliwo$ciowa widac, ze praktycznie bez utraty doktadnosci mozna obliczenia przyspieszy¢
dwukrotnie. Obnizajac nieco doktadno$é¢, mozna otrzymaé¢ wyniki nawet 10 razy szybciej.
Na uwage zastuguje czeé¢ charakterystyki w okolicach 15 i 16 GHz. Wyraznie wida¢ tam
zmniejszenie dynamiki spowodowane odbiciami na granicy dziedzin. Aby oceni¢ poziom
tych odbi¢ powtdérzono testy w pustej strukturze. Szacunkowe wyniki w postaci wspot-
czynnika odbicia przedstawiono w ostatnim wierszu tabeli 4.3. Zgodnie ze wcze$niejszymi
przypuszczeniami wystepuje duze odbicie na granicy schematu Haara i FD. Jednoczesnie
zastosowanie wielomianow Legendre’a daje odbicie na poziomie dopasowania osigganego w
portach uktadu.

RYSUNEK 4.3: Wyglad analizowanej struktury: filtr falowodowy z
elementami dielektrycznymi.

4.2 Analiza rezonatoré6w w dziedzinie czestotliwosci w
siatce cylindrycznej

W kolejnym rozdziale przedstawione sg przyktady trojwymiarowej analizy w dziedzinie
czestotliwosci. Do testéw wybrano rezonatory dwurodzajowe opisane w [5,61]. Ich analize
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RYSUNEK 4.4: Charakterystyka filtru z periodycznie rozmieszczo-

nymi elementami dielektrycznymi.

metoda réznic skonczonych przedstawiono w [115].

4.2.1 Dwurodzajowy rezonator dielektryczny

Pierwsza z wybranych struktur jest rezonator w postaci prostokatnej wneki metalowe;
obciazonej pastylka dielektryczna o duzej przenikalnosci wzglednej [61]. Przyktady analizy
tego rezonatora dos¢ czesto mozna spotkaé w literaturze. Oprocz oméwionej ponizej analizy
FDFD [115] i metody dopasowania rodzajéw [61], inni autorzy proponuja analize FDTD w
siatce prostokatnej [39], oraz metoda momentéw [67]. Ponadto w pierwotnej publikacji [61]
przytoczone sa wyniki pomiarow. Szkic struktury przedstawiony jest na rys. 4.5. Testy
wykonano dla trzech wktadek dielektrycznych oznaczonych jako A, B i C, réznigcych sie
wielkoscig. Ich wymiary zebrane sg w tabeli 4.4.

Analiza tej struktury w uktadzie cylindrycznym wydaje sie celowa, gdyz mozna spo-
dziewaé sie, ze energia bedzie skupiona w rejonie dielektryka i nawet gorszej jakosci aprok-
symacja metalowych Scianek zapewni wystarczajaca doktadno$é. Przypuszczenia te po-
twierdzaja obliczenia zaprezentowane w [61], gdzie poréwnano czestotliwosé rezonansowa
omawianej struktury z rezonatorem w okragtej puszce zamiast prostokatnej, obcigzonego
tym samym dielektrykiem. W omoéwionych ponizej symulacjach do aproksymacji metalo-
wych $cianek uzyto algorytmu bazujacego na zaproponowanym w [24], zmodyfikowanego
odpowiednio dla siatki cylindrycznej. Siatka Yee zdefiniowana dla opisywanej struktury
miata rozmiar 31 x 40 x 25 komérek, odpowiednio w kierunkach p, ¢ i z. Daje to rozmiar
komorki Ap = 0.81mm i Az = 1.016mm w plaszczyznie pz i Ap = 7/15.5 w kierunku ¢.
Schematyczny wyglad siatki, wraz z zaznaczonym obszarem rozwiniecia widoczny jest na
rys. 4.6. Widaé, ze znaczna czed¢ weztéw znajduje si¢ poza dziedzina, przez co efektywny
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RYSUNEK 4.5: Widok prostokatnej wneki rezonansowej z wktadka
dielektryczng. Wymiary D i H dla réznych dielektrykéw zebrane s3
w tabeli 4.4.

rozmiar problemu jest znacznie mniejszy niz by to wynikato z definicji siatki. Aby oce-
ni¢ jakos¢ aproksymacji przewodnika, znaleziono czestotliwosci rezonansowe pustej wneki
metalowej. Zastosowano siatke taka jak dla wszystkich symulacji. W tabeli 4.5 zamiesz-
czono wyniki tej symulacji poréwnane z wartosciami doktadnymi. Uzyskana doktadnosé na
poziomie 1-2% jest wystarczajaca do planowanego testu.

TABELA 4.4: Rozmiary wkiadki dielektrycznej zastosowanej w réznych analizach

Oznaczenie struktury H A ‘ B ‘ C

Srednica D [mm] 16.61 | 17.5 | 19.22
Wysokosé H [mm] 5.53 | 5.84 | 6.42

Z dziedziny obliczeniowej wydzielono obszar p < 10Ap, ktoéry zmodyfikowano z uzyciem
funkcji harmonicznych. Uzyskano w ten sposéb algorytm hybrydowy PEE-FDFD. W obsza-
rze PEE uzyto trzech funkcji bazowych. Parametry symulacji dielektryka A zamieszczono w
tabeli 4.6. Parametry symulacji pozostatych dielektrykéw réznia sie¢ w minimalnym stopniu.
Wiyniki dla wszystkich trzech dielektrykéw zamieszczono w tabeli 4.7. Trzeba zaznaczy¢, ze
cho¢ badana struktura jest dwurodzajowa, to jednak w literaturze podana jest tylko jedna
wartos¢ czestotliwoscei dla kazdego dielektryka. W tabeli 4.6 podano obie wartosci z tym,
ze ze wzgledu na brak odniesienia nie okreslono btedu dla drugiego z rezonanséw.

RYSUNEK 4.6: Prostokatna wne-
ka rezonansowa umieszczona w siat-

PR ARRS

ce cylindrycznej - szkic struktury z

zacienionym obszarem PEE.

Zastosowanie metody hybrydowej przyniosto okoto 50% redukcje rozmiaru problemu
i zredukowalo czas rozwigzania o ponad 90%. O efektywnosci rozwigzania hybrydowego
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przesadzita redukcja normy macierzy. W klasycznym schemacie réznic skonczonych komor-
ki Yee matych rozmiaréw wpltywaja na znaczna norme macierzy, co radykalnie pogarsza
zbieznosé metod iteracyjnych uzywanych do rozwigzania problemu wtasnego. Zastosowanie
rozwinie¢ funkcyjnych w srodkowym obszarze pozwala ten problem rozwigzac, przynajmniej
w strukturach osiowo symetrycznych w poblizu osi uktadu [22,75].

TABELA 4.5: Poréwnanie czestotliwosci wtasnych rezonatora prostokatnego 25.4 na 25.4
na 23.8mm, wyznaczonych metoda FDFD w cylindrycznym uktadzie wspdétrzednych dla
siatki 31 x 40 x 25 komérek.

Wartosé

dokladna [GHz] | T PFP [GH7] Blad []
8.351 8.337 70168
8.722 8.475 2,832
8.722 8.523 2,282
10.533 10.336 1.870
10.533 10.367 1.576
13.205 13.272 0.507
13.442 13.413 20.216

TABELA 4.6: Parametry symulacji struktury z rys. (4.5) - dla wkfadki oznaczonej w tabeli

(4.4) jako A
| 3D | PEE-FDFD
Czestotliwosé [GHz] || 4.38 4.38
Btad wzg. 0.02% 0.02%
Rozmiar macierzy 62003 34993
Czas [s] 336.44 32.24

TABELA 4.7: Zbiorcze poréwnanie wynikéw, dla wszystkich konfiguracji

Dielektryk A B C

f btad | f btad | f btad

(GHz] | [%)] (GHz] | [%)] (GHz] | [%)]
Pomiar [61] 4.382 | - 4.153 | - 3.777 | -
MM [61] 4.388 | 0.14 4.16 0.18 3.721 | 1.48
FDTD [39] 440 |0.41 4.17 ] 0.41 3.78 10.07
MoM [67] 4.391 | 0.21 4.168 | 0.36 3.762 | 04
Niniejsza 4.384 | 0.03 4.144 1 0.19 3.779 | 0.02
praca 4.391 4.17 3.786
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4.2.2 Dwurodzajowy rezonator cylindryczny o zakléconej syme-
trii osiowej

Drugim przyktadem analizy rezonatora w dziedzinie czestotliwosci jest dwurodzajowy
rezonator cylindryczny zaproponowany w [6] i wykorzystany jako element wiekszego syste-
mu w [5]. Szkic struktury przedstawiono na rys. 4.7. Jak widaé¢ w pastylce dielektrycznej o
duzej przenikalnosci wzglednej €, = 20, znajduje si¢ niewielkie wcigcie o wymiarach 1mm
na lmm. Powoduje ono zaburzenie czestotliwosci rezonansowej rodzajow, ktore bytyby
zdegenerowane w osiowo symetrycznej strukturze.

p_——

3.4mm

17.8mm

3.5mm

v_ |

RYSUNEK 4.7: Widok cylindrycznego rezonatora dwurodzajowego
o zakféconej symetrii obrotowej [5].

Weciecie w pastylce dielektrycznej, stanowi okoto 1/47 jej obwodu co determinuje mi-
nimalng liczbe weztéw w kierunku osiowym. W analizowanym przyktadzie uzyto siatki o
120 oczkach w tym kierunku, oraz po 50 w kierunkach p i ¢. Przy tak gestym podziale
dziedziny w kierunku ¢, norma macierzy problemu jest bardzo duza, co radykalnie obniza
zbieznos$¢ uzytego algorytmu do wyznaczania warto$ci wtasnych. Podstawowym zatem za-
daniem projekcji jest przede wszystkim taka zmiana $rodka uktadu, aby poprawi¢ zbieznosé
solvera poprzez redukcje normy macierzy. Jak wiadomo, rozwiniecia typu PEE nadaja si¢
do tego celu [75]. Rozwiniecie takie zastosowano w wigkszosci objetoscei dziedziny, tj. wsze-
dzie z wyjatkiem pierscienia 13mm < p < 16mm i 3mm < z < 8mm czyli, odpowiednio
przeliczajac na oczka siatki, 13Ap < p < 16Ap i 6Az < z < 17Az. Do rozwinigcia uzyto 3 i
5 funkcji bazowych, co pozwala analizowa¢ rodzaje o zmiennosci katowej 0 i 1 w pierwszym
przypadku 0 do 2 w drugim. Wyniki trzech symulacji pokazano w tabeli 4.8. Jako czesto-
tliwosci odniesienia przyjeto wyniki pelnej trojwymiarowej symulacji z uwagi na fakt, ze
rezultaty podane w [5] znane sa z dokladnoscig jedynie do 2 miejsc po przecinku. Wynosza
one odpowiednio 5.45 i 5.48GHz. Pierwotny cel, jakim byto ograniczenie normy macierzy
zostal osiagniety - norma macierzy dzigki zastosowaniu analizy hybrydowej zmalata ponad
stukrotnie. Dodatkowo zastosowanie rozwinie¢ w osiowo symetrycznych rejonach struktu-
ry, czyli w praktyce w 90% objetosci, pozwolito jednoczesnie zmniejszy¢ liczbe zmiennych
wyjsciowego problemu kilkunastokrotnie. W sumie, zastosowanie hybrydowej metody PEE
w miejsce FDTD dato przyspieszenie prawie 100-krotne (tab. 4.15).
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TABELA 4.8: Wyniki analizy dwurodzajowego rezonatora cylindrycznego w dziedzinie cze-
stotliwosci, w zalezno$ci od ilosci funkcji zastosowanych dla kazdej linii p = const, z =

const
2D FDFD 3 funkcje 5 funkcji
bazowe bazowych
Czestotliwosci 5.447794 5.447767 5.447913
rezonansowe [GHz| 5.48210 5.47876 5.476629
- 6e-4 2.2e-3
Blad [7] - 6.1e-2 0.1
Rozmiar macierzy 538730 53531 33752
Norma macierzy 2.105e+27 7.217e+24 6.674e+24
Liczba operacji 34924 2652 3104
macierz-wektor
Czas symulacji [s] 5810.42 79.97 60.22

4.2.3 Otwarty rezonator dielektryczny

Zmiana reprezentacji pol elektromagnetycznych, szczegolnie gdy zmienne odpowiadaja
fizycznym rodzajom wzbudzanym w strukturze w miejsce probek pola, pozwala definiowaé
warunki brzegowe budowane w oparciu o znane rozwiazania analityczne. Przyktadowa im-
plementacje¢ warunkéw brzegowych opartych na dyskretnym rozwinigciu modowym brze-
gowych w uktadzie cylindrycznym zaproponowano w [46]. Przytoczony ponizej przykltad
dotyczy wyznaczania rezonansow otwartego rezonatora dielektrycznego w dziedzinie czesto-
tliwosci. Rozwinigcia funkcyjne wykorzystano do przyblizonej separacji fal cylindrycznych
wychodzacych ze struktury. Separacja ta pozwolita w prosty sposéb zbudowaé analityczne
warunki brzegowe [111].

RYSUNEK 4.8: Szkic rezonatora dielektrycznego w falowodzie ra-
dialnym.

Omawiana struktura przedstawiona jest na rys. 4.8. Jest to pastylka dielektryczna o
duzej przenikalnodci wzglednej, ¢, = 38, umieszczona miedzy nieskonczonymi ptaszczy-
znami metalowymi, ktore dla celéw analizy traktowane sa jako falowod radialny. Z uwagi
na osiowg symetrie struktury mozna zastosowa¢ analize¢ dwuwymiarowa, zaktadajac harmo-
niczna zmiennosé pol w kierunku ¢. W odrédznieniu jednak od [19], transformacje problemu
z dziedziny 3 do 2.5 wymiarowej uzyskano przez projekcje w przestrzeni dyskretnej. Tak
zmodyfikowany operator byt punktem wyjscia do dalszych przeksztatcen.
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Rozwazana strukture logicznie mozna podzieli¢ na czes¢ wewnetrzna, zawierajaca die-
lektryk i jego najblizsze otoczenie oraz zewnetrzna, bedaca falowodem radialnym [7]. Przy
takim podziale, pola w czesci zewnetrznej wyrazaja si¢ zalezno$ciami:

L(p, @, 2 Zal B (k,p) cos(nmz/ D) sin(mep) (4.1)
o (0, @, 2 Zag B (k,p) sin(nmz/ D) cos(mep) +
anm (kop) sin(nmz/D) cos(myp) (4.2)

gdzie H?) (k,p) jest funkcja Hankela drugiego rodzaju a H2)(k,p) jej pochodng a D wy-
sokoscig struktury. Pominig¢to sktadowa pola F,, poniewaz nie wystepuje ona na brzegu
dziedziny i nie jest konieczne budowanie dla niej warunkéw brzegowych. Aby wykorzystaé
zaleznosci (4.1) i (4.2) do konstrukeji warunkow absorpcyjnych, konieczne jest zdefiniowa-
nie bazy projekcyjnej dla czesci zewnetrznej w oparciu o probki funkeji harmonicznych w
kierunku pionowym. Pozwala ona zbudowaé¢ bezposrednig relacje miedzy wartoscig zmien-
nej i amplitudg danego rodzaju. Pewnym problemem jest znalezienie warunku na Ew, gdyz
zmiennogé tej sktadowej w kierunku radialnym jest zaréwno typu H® (k,p) jak i H® (k: ).
Pomocna jest separacja (4.1) na rodzaju TM, dla ktérych as,,,,=0 oraz TE, dla ktérych
by,m = 0. Z uwagi na fakt, ze b, ,, = 0 << a1, dla rodzajow TM, z dobrym przyblize-
niem mozna zatozy¢ b, ,,, = 0, co znacznie upraszcza sformutowanie warunkéw brzegowych.
Drugim problemem, ktory nalezy rozwiazac jest fakt, ze relacja wigzaca elementy brzegowe
dziedziny obliczeniowej z wewnetrznymi jest zalezna od czestotliwosci. Celowe bytoby zatem
uzycie metody iteracyjnej opisanej w [46]. Wymaga ona jednak wielokrotnego rozwiazywa-
nia problemu wtasnego, co jest bardzo kosztowne numerycznie. Aby uprosci¢ procedure
zdecydowano si¢ zwickszy¢ nieco dziedzing obliczeniowsa, aby zmniejszy¢ btad powodowany
przez niedoskonate warunki absorpcyjne. Przebadano 2 konfiguracje struktury - z dielektry-
kiem wypetiajacym cala przestrzen miedzy metalowymi ptaszczyznami, czyli D = 4.6mm,
oraz niepetnej wysokoséci D = 3.45mm. W obu przypadkach promien dielektryka réwny byt
5.25mm. Wyniki poréwnano z wynikami analitycznymi [76] dla pastylki o pelniej wyso-
kosci oraz symulatorem QuickWave [89] dla pastylki o niepelnej wysokosci. Rozwiazanie
badano przy réznych odlegtosciach portéw od $rodka struktury. Zgodnie z oczekiwaniami,
dla wigkszej dziedziny obliczeniowej wptyw warunkéw brzegowych na wynik obliczen jest
mniejszy i wyniki doktadniejsze. Wyniki testéw dla przypadku pierwszego, zebrane w ta-
beli 4.9 pokazuja, ze nawet dla bardzo malej dziedziny obliczeniowej doktadno$¢ wynikéw
jest na poziomie 1 procenta. Warto wspomnieé¢, ze identyczng strukture przeanalizowano
w [76] metoda FDTD. Przeanalizowano tam jednak relatywnie duza dziedzine obliczeniowa,
p = 2bmm. Przy takiej konfiguracji wptyw warunkow brzegowych byt znikomy. Wieksze
problemy pojawiaja sie przy analizie dielektryka o niepelnej wysokosci. W obszarze die-
lektryka nastepuje sprzeganie si¢ rodzajow, w tym w szczegdlnosci wzbudza sie rodzaj o
zerowej zmienno$ci w kierunku z. Zwazywszy na fakt, ze jest on rodzajem niettumionym,
mozna spodziewac sie, ze praktycznie kazdy z modow rezonansowych takiej struktury jest
jest promieniujacy. Odpowiednie warunki brzegowe maja wiec kluczowy wptyw na doktad-
no$¢ obliczen. Jak widaé w tabeli (4.10) wyniki obliczen, poréwnane z symulatorem sa
mniej doktadne, cho¢ wcigz pozostaja w dobrej zgodnosci z odniesieniem. W chwili obecnej
trwaja intensywne prace nad doskonaleniem warunkow brzegowych budowanych w opisany
powyzej sposob tak, by z duza doktadnoscig okresla¢ rodzaje o niskiej dobroci, istotne w
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zagadnieniach propagacyjnych [88].

TABELA 4.9: Wartosci czestotliwosci rezonansowych rezonatora z wktadka dielektryczna
o petnej wysokosci. Wyniki analityczne poréwnano z rozwigzaniami dla réznych wielkosci
dziedziny obliczeniowej. Zaznaczono zaréwno uzyskane czestotliwo$ci rezonansowe jak i btad

w procentach.

Rozwiazanie r=
) r = 8mm r = 6mm
analityczne 10.5mm
Czestotliwosé [GHz] 6.21 6.21 6.21 6.16
Btad [%)] 0.000 0.000 -0.805
Czestotliwosé [GHz 7.51 7.51 7.51 7.46
Btad [%)] 0.000 0.000 -0.666
Czestotliwosé [GHz] 8.33 8.33 8.32 8.14
Btad [%)] 0.000 -0.120 -2.281
Czestotliwosé [GHz 9.50 9.49 9.50 9.48
Btad [%)] -0.105 0.000 -0.211
Czestotliwosé [GHz] 9.73 9.72 9.72 9.63
Btad [%)] -0.103 -0.103 -1.028

TABELA 4.10: Wartosci czestotliwosci rezonansowych rezonatora z wktadka dielektryczna
o niepetnej wysokosci. Wyniki z symulatora QW pordéwnano z rozwigzaniami dla réznych
wielkosci dziedziny obliczeniowej. W QW przebadano strukture o promieniu p = 40mm,
zakonczona warstwa PML.

‘ QW ‘7’:10.5mm r=8mm | r=6mm

Czestotliwosé [GHz] | 6.52 6.62 6.63 6.46
Btad [%)] 1.534 1.687 -0.920
Crestotliwosé [GHz] | 8.30 8.39 8.38 8.31
Blad [%] 0.000 0119 | -0.954
Crestotliwosé [GHz] | 8.87 8.86 8.87 8.81
Btad [%)] -0.113 0.000 -0.676
Czestotliwosé [GHz] | 9.84 9.81 9.81 9.77
Blad [%] 10.305 0.305 | -0.711
Czestotliwosé [GHz] | 10.49 10.44 10.47 10.52
Blad [%] L0.477 0191 | 0.286
Czestotliwosé [GHz] | 10.82 10.79 10.78 10.72
Blad [%] -0.277 0.370 | -0.924
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(a) Sktadowa E, pierwszego rodzaju (b) Skladowa E, pierwszego rodzaju
dla rezonatora z dielektrykiem o nie- dla rezonatora z dielektrykiem o nie-
pelnej wysokoéci pelnej wysokoéci

RYSUNEK 4.9: Przyktadowe rozktady pola w otwartym rezonatorze.

4.3 Analiza odbié¢ na granicy FDTD i rozwinie¢ funk-
cyjnych

Bardzo istotnym zagadnieniem zwigzanym z implementacja schematéw hybrydowych
jest wplyw taczenia dziedzin na ich dokladno$é. Aby wyestymowaé btad zwiazany z tacze-
niem réznych siatek metoda projekcji zbadano wspotczynnik odbicia od pustego obszaru
analizowanego réoznymi metodami, umieszczonego wewnatrz siatki FDTD. Jako strukture
testowg zdefiniowano falow6d prostokatny o wymiarach a=22.86mm na b=10.16 mm i dtu-
gosci 2000mm. Zdefiniowano tak dluga dziedzing obliczeniowa aby wyeliminowaé¢ wpltyw
odbicia fali od jej konca na wyniki testu. Siatka Yee pokrywajaca dziedzine obliczeniowsg
miata rozmiar 46 na 23 na 1000 weztéw, co daje rozmiar pojedynczej komorki odpowied-
nio Az = 0.508mm, Ay = 0.461mm, Az = 1mm. Parametry te zostaty dobrane tak, by
warunki bylty zblizone do zastosowanych w [55,77]. Réznica w poréwnaniu ze wspomnia-
nymi pozycjami polega na tym, ze w niniejszym tescie wyrédzniony obszar jest rozrzedzany,
natomiast w [55,77] zageszczany. Modyfikowany fragment znajdowat si¢ miedzy 100 a 120
oczkiem w kierunku podtuznym oraz miedzy 4 a 42 w kierunku z i 4 1 18 w kierunku y.
Strukture pobudzono rodzajem podstawowym T Eyy. Charakterystyke odbiciows zbadano
w pasmie od 6.5 GHz do 20 GHz, czyli poczawszy od czestotliwosci odcigcia az do cze-
stotliwosci, dla ktérej stosunek dtugosci fali do rozmiaru oczka (dla siatki tta) wynosi 20
w niezmodyfikowanym obszarze i odpowiednio mniej w rzutowanym fragmencie dziedziny.
Dzieki rzutowaniu obszaru portéw na probki funkeji harmonicznych zmienne w tym rejo-
nie bezposrednio odpowiadaja amplitudom rodzajéw. Pobudzenie ogranicza si¢ zatem do
wymuszenia wartoéci jednej zmiennej. Podobnie w konicowej czesci falowodu, poczawszy od
300 warstwy zastosowano rozwiniecie modowe DPEE wzorowane na [47] w celu ograniczenia
liczby zmiennych. Teoretycznie prébki funkeji harmonicznych, bedace funkcjami wiasnymi
dyskretnego operatora rotacji, powinny dawa¢ zerowe odbicie. Wykonana symulacja po-
kazuje, ze w interesujacym pasmie jest ono na poziomie —100dB. Wykres wspotczynnika
odbicia w funkcji czestotliwodci pokazano na rys. 4.10.
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RYSUNEK 4.10: Wspdtczynnik odbicia na granicy PEE-FDTD w
zakresie pracy falowodu.

Subgridding 2:1 i inne schematy Haara

Najprostsza modyfikacja siatki polega na rozrzedzeniu pierwotnej siatki Yee w stosunku
2:1. Oznacza to, ze wyrdzniony obszar 38 na 14 na 20 oczek Yee zostal ,wymieniony” na
kostke 19 na 7 na 10 oczek. Modyfikacji dokonano definiujgc baze projekcyjng w postaci
falek Haara rzedu 0 i nosniku P = 2. Stosunek rozmiaru siatki do dtugosci fali wynosi w
przyblizeniu 1:10 dla modyfikowanego obszaru przy czestotliwosci okoto 17GHz. W kontek-
Scie rozwazan przedstawionych w podrozdziale 3.7.2 mozna spodziewaé sie duzego odbicia
od tak zdefiniowanej dziedziny. Wykonany test potwierdza wczesniejsze przypuszczenia.
Wspotezynnik odbicia, pokazany na rys. 4.11, oscyluje powyzej -20dB, co praktycznie dys-
kwalifikuje takie taczenie w zastosowaniach elektrodynamiki obliczeniowe;j.

Kolejny test z uzyciem falek Haara wykonano przeksztalcajac wyrdzniony obszar z
uzyciem falek Haara rzedu 1 i no$niku réwnym P = 4. Analizujagc budowe falek Haara
mozna zauwazy¢, ze przestrzen zdefiniowana w ten sposéb jest identyczna z przestrzenia
z poprzedniej symulacji, wykorzystujacej falki rzedu zerowego o mniejszym nosniku. W
obu przypadkach identyczna jest tez liczba zmiennych opisujacych modyfikowany obszar.
Wspotezynnik odbicia dla tej symulacji naniesiono rowniez na rys. 4.11. Co ciekawe, wynik
ten, dajacy odbicie na poziomie okoto —20d B znaczaco rézni sie od uzyskanego dla poprzed-
niego przypadku. Powodéw takiego zachowania mozna szukaé¢ w innym sposobie sprzezenia
obszaréw (por. podrozdzial 3.7.2). Aby sprawdzi¢ jak zachowa si¢ uktad przy wickszym
rozrzedzeniu siatki wykonano kolejny test, gdzie zastosowano réwniez falke Haara 1 rzedu,
ale o wiekszym nosniku P = 6. W sensie liczby zmiennych odpowiada to przeprébkowy-
waniu pierwotnej siatki Yee w stosunku 3:1. Wynik ten jest rowniez przedstawiony na rys.
4.11, jak widaé¢ jest nieco lepszy od subgriddingu 2:1. Nalezy bowiem pamigtaé, ze granica
10 zmiennych na dtugosé fali przypada w tym przypadku dla czestotliwosci okoto 13 GHz.
Wszystkie wymienione powyzej przypadki daja jednak znaczne odbicie w poréwnaniu z
wartosciami rzedu —40dB w [77] czy —50dB w [55].
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RYSUNEK 4.11: Wspbtczynnik odbicia dla algorytmu hybrydowe-
go FDTD i algorytmu falkowego Haara. Linig czerwona zaznaczono
wspodtczynnik odbicia od siatki Haara P = 7 rzedu 1, zielong P =4
rzedu 1. Na niebiesko zaznaczono wspétczynnik odbicia w przy-
padku subgriddingu 2:1, réwnowaznemu schematowi Haara P = 2
zerowego stopnia.

Dyskretne wielomiany Legendre’a

W omawianych wczesniej przyktadach duza wage przywiazywano do wektoréw bazu-
jacych na préobkach wielomianéw Legendre’a (3.69), reprezentujacych pole we wszystkich
trzech kierunkach. Aby oceni¢ btad wprowadzany przez ich zastosowanie obliczono wspot-
czynnik odbicia, definiujac w modyfikowanym obszarze 38 na 14 na 20 oczek odpowiednie

bazy projekcyjne, oparte na nastepujacych wielomianach:

1.

Dyskretny wielomian Legendre’a - rzad 1 P = 4. Stosunek liczby zmiennych przed i
po projekcji 64:8.

Dyskretny wielomian Legendre’a - rzad 1 P = 5. Stosunek liczby zmiennych przed i
po projekcji 125:8.

Dyskretny wielomian Legendre’a - rzad 2 P = 4. Stosunek liczby zmiennych przed i
po projekcji 64:27.

Dyskretny wielomian Legendre’a - rzad 2 P = 5. Stosunek liczby zmiennych przed i
po projekcji 125:27.

Dyskretny wielomian Legendre’a - rzad 2 P = 7. Stosunek liczby zmiennych przed i
po projekcji 343:27.

Konfiguracja 1 i 2 zostata przebadana, jako najczesciej wykorzystywana w przeprowadzo-
nych testach. Daje ona bowiem optymalny stosunek przyspieszenia do doktadnosci. W tescie
daje jednak odbicie na poziomie —40 do —30d B, co nie w kazdych warunkach jest satysfak-
cjonujacym wynikiem. Warto jednak zwrdci¢ uwage, ze funkcje te daja ponad 20dB zysku
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RYSUNEK 4.12: Wspbtczynnik odbicia dla algorytmu hybrydo-
wego FDTD i dyskretnych wielomianéw Legendre'a. Na niebiesko
zaznaczono wyniki dla funkcji rzedu 1 i no$niku réwnym 4 (linia
ciggta) i 5 (linia przerywana). Odpowiednio na czerwono zaznaczo-
no wyniki symulacji z uzyciem dodatkowo funkgji rzedu 2. Kolorem
czarnym zaznaczono wspdtczynnik odbicia w przypadku P = 7.

w poréwnaniu ze schematem Haara opisywanym identyczng liczbg zmiennych. Znaczng po-
prawe wynikow uzyskano dla konfiguracji 3 i 4, czyli definiujac funkcje rzedu 2. Uzyskano
rezultat rzedu —60 do —70dB dla krotszych fal i ponizej —100d B, dla gestosci siatki powy-
zej 20 probek na dhugosé fali. Doktadnie, dla 12 GHz dtugosé fali rowna jest okoto 30mm,
czyli 30 oczek siatki tta. Stosowanie wielomianu rzedu 01 1 dla P = 4 daje efektywnie 22.5
zmiennej na dlugos¢ fali, natomiast dla P = 5 - 18 zmiennych.

Schemat Haara z obszarem przejSciowym

Naturalnym rozwinieciem przytoczonych powyzej testéw jest proba zastosowania algo-
rytmu Haara, ktéry moze by¢ sprowadzony do subgriddingu dodajac jednoczesnie nisko-
odbiciows warstwe w postaci wielomianéw na granicy dziedzin FDTD i opisanej falkami
Haara. Proby takie przeprowadzono, dodajgc do rozwinie¢ Haara warstwe buforowa w po-
staci wielomianow Legendre’a. Z obszaru testowego 38 na 14 na 20 wydzielono srodkowsa
czes¢ 38 na 14 na 10 oczek w ktorej zastosowano funkcje Haara rzedu 0 o rozmiarze nosnika
pP=2

w pierwszym tedcie oraz funkcje rzedu 11 P = 4 w tescie drugim. Warstwa buforowa w
obu testach zbudowana byta w oparciu o wielomiany Legendre’a P = 4 i rzedu 2. Rezultaty
symulacji, pokazane na rysunku 4.13, s praktycznie identyczne jak w przypadku pierwszej
serii testow. Innymi stowy strefa buforowa w postaci wielomianéw praktycznie nie poprawia
dopasowania obu dziedzin.
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RYSUNEK 4.13: Wspbtczynnik odbicia dla algorytmu hybrydowe-
go FDTD i schematu Haara z wykorzystaniem warstwy posredniej w
postaci wielomianéw Legendre'a. Na czerwono zaznaczono odbicie
od funkcji Haara P = 4, na niebiesko subgridding 2:1. Linig prze-
rywang zaznaczono charakterystyke odbiciowa funkcji Haara P=4
rzedu 1 bez warstwy posredniej (rys. 4.11).

4.4 Analizy w dziedzinie czasu

Wigkszo$¢ symulacji dokonywanych Metoda Réznic Skonczonych sformutowana jest w
dziedzinie czasu. W zaprezentowanych ponizej przykitadach pokazane beda zagadnienia
istotne w implementacji metod projekcji w sformutowaniu czasowym, w malym stopniu
akcentowane w dotychczasowych rozwazaniach. Jednym z tych zagadnien jest gestos¢ ma-
cierzy po projekcji. Czas symulacji, mierzony w liczbie iteracji wykonywanych w jednostce
czasu zalezy bowiem w réwnym stopniu od rozmiaru i gestosci samej macierzy. Okazuje sie,
ze zty dobér funkcji bazowych moze spowodowaé zageszczenie macierzy powodujace wrecz
spadek wydajnosci algorytmu. Problemy takie wystepuja w szczegélnosci w analizach z
duzg liczba granic miedzy dziedzing roznic skonczonych a innymi rozwinigciami. Granice
takie z reguty powoduja wystapienie gestych blokow w macierzy, co w oczywisty sposéb
negatywnie wptywa na wydajnos¢ obliczeniowa.

4.4.1 Rezonatory cylindryczne analizowane w dziedzinie czasu.

Ponizej zaprezentowano analize¢ dwoch rezonatoréw cylindrycznych w dziedzinie cza-
su, omowionych w [114]. Pomimo ich do$¢ prostej geometrii, widoczne sa tu podstawowe
aspekty zwiazane z uzyciem metod projekcji w Metodzie R6znic Skonczonych. Szkice rezo-
natoréow przedstawiono na rys 4.14 i 4.15. Zdefiniowanie analizy w uktadzie cylindrycznym
pozwala z jednej strony dobrze odwzorowaé strukture w siatce, z drugiej jednak, mate
wymiary komoérek bliskich srodka uktadu powoduja bardzo maly krok czasowy symulacji.
Z tego powodu technika PEE zastosowana do uktadéw o symetrii osiowej daje radykalny
wzrost wydajnosci zarowno dzigki redukcji liczby zmiennych jak i wydtuzenia kroku czaso-
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wego. Porownujac ksztatt obu struktur widac, ze w pierwszej z nich jednorodny fragment,
mozliwy do rozwiniecia technika PEE, mozna wydzieli¢ w zewnetrznej czesci struktury.
Oznacza to, ze nie ma mozliwosci redukeji normy macierzy poprzez zastosowanie rozwi-
nie¢ blisko osi uktadu. Modyfikujac pierwotne sformutowanie mozna zredukowaé¢ jedynie
liczbe zmiennych. Przypadek drugi, z punktu widzenia mozliwosci projekcji, podobny jest
do omawianych wczesniej rezonatoréow. Jednorodny srodek uktadu pozwala zastosowac ko-
rzystniejszg konfiguracje, czyli rozwiniecia w $rodkowej czesci dziedziny, co pozwoli jedno-
cze$nie zredukowacé liczbe zmiennych i krok czasowy. Dla obu struktur przedstawionych na
rys. 4.14 1 4.15 zdefiniowano jednakowa siatke o rozmiarach oczka 1mm w kierunkach p
i z oraz /20 w kierunku ¢. Zastosowanie takiej dyskretyzacji prowadzi do zdefiniowania
problemu o rozmiarze okoto 160 tys. zmiennych. Sposéb modyfikacji dziedziny widoczny
jest odpowiednio na rysunkach 4.14(b) i 4.15(b). Wyniki symulacji przedstawiono odpo-
wiednio w tabelach 4.11 i 4.12. Zestawiono w nich znalezione czestotliwosci rezonansowe
i porownano efektywnos¢ rozwiazania FDTD i hybrydowego PEE-FDTD. Widoczne tam
wielkosci potwierdzajg powyzsze rozwazania: przy podobnej liczbie zmiennych czas analizy
rezonatora drugiego byt ponad dwukrotnie krotszy.

TABELA 4.11: Parametry symulacji rezonatora z rys. 4.14 oraz znalezione czestotliwosci

rezonansowe.

. o Rozmiar Wzgledny S
analiza | f [GHz] it /s macierzy blad [%] Przyspieszenie
3D 3.5029 22 162060 - -
2.5D 3.4993 58 70386 0.102 2.43

TABELA 4.12: Wyniki analizy rezonatora z rys. 4.15. Zaznaczono przyspieszenie analizy
uwzgledniajace jedynie redukcje wielkosci problemu, jak i zmiane kroku czasowego symulacji.

Catkowite
. . Rozmiar Wzgledny | Przyspie- .
analiza | f [GHz] it /s macierzy Blad [%] | szenie przyspie-
szenie
3D 3.1802 24 162060 - - -
2.5D 3.1788 58 61260 0.044 2.43 6.03

4.4.2 Rezonatory dwurodzajowe analizowane w dziedzinie czasu

Ponizej zaprezentowano analize czasows rezonatoréw znanych juz z rozdziatu 4.2.1. Oba
rezonatory sg dwurodzajowe, czyli posiadajg dwa bardzo zblizone rezonanse. Znalezienie
ich metoda czasowa jest dos¢ ktopotliwe, odrdznienie bowiem bardzo bliskich rezonanséw
wymaga analizy bardzo dtugich prébek czasowych. Dla przyktadu, rezonator prostokat-
ny [61] analizowany w paragrafie 4.2.1, zdyskretyzowany w siatce prostokatnej, wymaga
analizy ze staty czasows At okoto le — 13 sekundy, czyli na 1 okres drgan przy czestotliwo-
Sci rezonansowej (okoto 4GHz) przypada 1000 iteracji. Czestotliwosé rezonansowa mozna
znalez¢ na podstawie przebiegu czasowego o dtugosci rzedu kilku tysiecy probek. W przy-
padku konieczno$ci rozroznienia dwoch rodzajow o minimalnej roznicy czestotliwosci rzedu
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RYSUNEK 4.14: Widok rezonatora z wktadkami dielektrycznymi (e, = 20). Po prawej zaznaczono
podziat dziedziny na rejony PEE i FDTD.

60mm

30 cells
_—>

! -
********* [ e D
2.5D FDTD
0..2 modes
/\/\ k=32 | il o
,,,,,,,,,,, - 60mm ; : i 60 cells
| 3DFDTD I 25D
15mm ! : ! 0..4 modes
k=12 i i
e
JksQo L
! .
1i=18
(a) (b)

RYSUNEK 4.15: Widok rezonatora z wktadkami dielektrycznymi (e, = 20). Po prawej zaznaczono
podziat dziedziny na rejony PEE i FDTD.

1 %, analizowany przebieg czasowy musi mie¢ dtugos$é poréwnywalng z okresem zdudnienia,
czyli ponad 100000 prébek. Taka liczba iteracji jest wystarczajaca pod warunkiem uzycia
algorytmu GPOF [38] w miejsce tradycyjnie stosowanej dyskretnej transformaty Fouriera.
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Whneka prostokatna obcigzona cylindryczng pastylka dielektryczng

W niniejszym przyktadzie powtorzona zostanie analiza rezonatora [61], omoéwionego w
podrozdziale 4.2.1. Tym razem problem zostat sformutowany w siatce prostokatnej, czyli
analiza FDTD byla bardzo zblizona do zaprezentowanej w [39]. Siatka réznicowa zdefinio-
wana dla struktury miata rozmiar 50 x 50 x 50 oczek. Na potrzeby analizy hybrydowej
struktura zostala podzielona na trzy podobszary: ponizej dielektryka, powyzej niego oraz
na region $rodkowy, zawierajacy wktadke. Przy zdefiniowaniu siatki prostokatnej réwnej
50 oczek w kazdym kierunku, oznacza to, ze obszary ponizej 12 i powyzej 30 warstwy
z = const sg modyfikowane, natomiast obszar pastylki analizowany jest klasycznym algo-
rytmem FDTD. Jako wektorow bazowych uzyto dyskretnych falek Haara rzedu 0 i 1 oraz
wielomianéw Legendre’a rzedu 1. Wielomiany Legendre’a zdefiniowano na nos$niku wiel-
kosci P, = P, = 8, P, = 4, natomiast falki Haara dla P, = P, = P, = 4. Wielkosci te
byty korygowane przy granicach dziedziny o 1 oczko. Wyniki wszystkich symulacji przed-
stawiono w tabeli 4.13. Na uwage zastuguje poréwnanie rozwinie¢ z uzyciem wielomiandéw
stopnia 11 2 (POLY 8 1 z POLY 8 2). Dodanie kolejnych funkcji daje znikoma poprawe
doktadnosci, jednoczesnie spowalnia symulacje o prawie 40%, pomimo, ze liczba zmiennych
wzrosta nieznacznie, bo o okolo 10%. Bardzo wyraznie wida¢ tu wplyw zageszczenia ma-
cierzy na czas pojedynczej iteracji. Dla poréwnania, symulacja z uzyciem wektoréow Haara,
gdzie liczba zmiennych jest o 50% wieksza przebiega praktycznie z ta sama szybkoscig.

TABELA 4.13: Wyniki symulacji prostokatnego rezonatora obcigzonego wktadka dielek-
tryczng B 4.4. Jako FDTD oznaczono analize réznicowa bez modyfikacji, POLY1 - analize z
uzyciem wielomianéw Legendre'a 1 stopnia POLY2 - z dodatkowym wielomianem 2 stopnia.
Symbolem HAAR oznaczono analize z uzyciem falek Haara stopnia 1.

Analiza || FDTD | POLY 8 1 | POLY 8 2 | HAAR 41 | [6]]
f 41417 | 4.1428 4.1436 41656 | 4.153
Blad [%] 0.27 0.24 0.22 0.3
it /s 48 132 80 82
Wee. 1 2.75 1.6 1.7
przyspieszenie
Liczba 360k 120k 132k 197k
zmiennych
Niezerowe 1.44M | 810k 1.58M 1.42M
elementy

Dwurodzajowy rezonator cylindryczny o zakl6conej symetrii osiowej

Problemy podobne do opisanych w powyzszym przyktadzie wystepuja przy analizie cza-
sowej rezonatora cylindrycznego, opisanego w [5] i [6], rozwazanego w podrozdziale 4.2.2.
Siatka Yee byta nieco gestsza niz zdefiniowana dla analizy w dziedzinie czestotliwosci, dzie-
dzine obliczeniows zdyskretyzowano bowiem na siatce 50 x 120 x 50. Jako czestotliwosé
odniesienia przyjeto wyniki poprzedniej symulacji FDFD. Wykonano 4 symulacje. Zastoso-
wane rozwiniecia zostalty przedstawione w tabeli 4.14. W poréwnaniu ze zwyczajna symula-
cja FDTD, dzigki zastosowaniu rozwinie¢ funkcyjnych trzykrotnie zwigkszono krok czasowy.
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W sumie, roznica w czasie symulacji FDTD i PEE byta 50-krotna. Doktadne parametry
symulacji zamieszczono w tabeli 4.15. Dalsze przyspieszenie uzyskano juz wytacznie dzieki
redukcji liczby zmiennych, rozwijajac pierécien wokot weiecia przy pomocy wielomianéw
(symulacja II) oraz stosujac rozwiniecie wielomianowe w kierunku z (symulacja IIT).

TABELA 4.14: Modyfikacje dziedziny w symulacjach | - Ill rezonatora o zakt6conej symetrii
osiowe;.
symulacja ‘ obszar ‘ zastosowane funkcje

Cata dziedzina z wyjatkiem
I pierscienia 15Ar < p26 < Ar
i 6Az < z < 23Az

Cata dziedzina z wyjatkiem
IT pierécienia 15Ar < p26 < Ar
i 6Az < z < 23Az
Pierscien 15Ar < p < 26Ar
i 6Az < z < 23Az z wyjatkiem
obszaru wciecia
1Ap < ¢ < 10Ap

Funkcje harmoniczne rzedu 0
do 2 w kierunku ¢

Funkcje harmoniczne rzedu 0
do 2

wielomiany P=5, rzedu 1

funkcje harmoniczne rzedu 0

11 Ponizej z = 6A
onizej z = 64z do 2 w kierunku ¢
Funkcje harmoniczne
Powyzej z = 23Az w kierunku ¢ oraz wielomiany

P=5, rzedu 1 w kierunku z

TABELA 4.15: Wyniki symulacji dwurodzajowego rezonatora cylindrycznego. Jako czesto-
tliwosci referencyjnej uzyto wynikéw z symulacji I.

Symulacja |FDTD| I | 1 | I
Rozmiar 876270 | 62430 | 50955 | 30083
Elementy niezerowe 3.0M | 397K | 213K | 149K

it /s 25 342 410 655

Wzgledne przyspieszenie [%] 0.5 0 20 91
Czestotliwosci 5.4914 | 5.4914 | 5.4918 | 5.4896
[GHZ] 5.4484 | 5.4484 | 5.4486 | 5.4459
0 0 Te-3 | 3.2e-2
blad [%) 0 0 | 3.7e3 | 4.50-2

4.5 Struktury zawierajace linie spiralne

Analiza hybrydowa z zastosowaniem metod projekcji zostata praktycznie wykorzysta-
na w symulacjach dotyczacych wpltywu zewnetrznego pola elektromagnetycznego niskiej
czestotliwosci, wzbudzanego podczas badania MRI, na elektrody zasilajace rozruszniki ser-
ca [86]. Badana struktura zbudowana byla na bazie podwéjnej linii spiralnej, w zwiazku z
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RYSUNEK 4.16: Rezonator obciazony ling helikalng - szkic struk-
tury.

czym przygotowano szereg testow na strukturach zawierajacych spirale celem zweryfikowa-
nia metodologii i poprawnosci kodu. Wybrane przyktady zamieszczono ponizej, natomiast
szkic analizy kluczowej struktury podsumowuje rozdziat. Z uwagi na cze$ciowo poufny cha-
rakter prac, nie przytacza sie niektorych parametréow liczbowych symulacji.

4.5.1 Rezonator dwurodzajowy o zmniejszonej dlugosci z linig
spiralng

Linie transmisyjne na bazie spirali charakteryzuja si¢ relatywnie mata predkoscig roz-
chodzenia sie sygnatu. Wtasno$é te wykorzystano do budowy rezonatoréw o znacznie zmniej-
szonych wymiarach [57,58]. Szkic takiego rezonatora przedstawiono na rys. 4.16. W orygi-
nalnej strukturze spirala zostala wykonana poprzez napylenie cienkiej warstwy srebra na
walec dielektryczny. Do celéw analizy zatozono, ze jest ona wykonana z przewodu o szero-
kosci 1.2mm i wysokosci 1.25mm. Tak wiec, metalowa puszka o promieniu » = 16.5mm i
wysokosci h = 20.83mm zostata obciazona pierécieniem dielektrycznym o wzglednej przeni-
kalnosci €, = 20 i promieniach wewnetrznym i zewnetrznym odpowiednio 5.1mm i 12.7mm.
Na dielektryku nawinieto 4 zwoje, tak, ze nie istnieje galwaniczne potaczenie obudowy i
spirali. Zgodnie z [58], istnieja bardzo bliskie rezonanse o ortogonalnych polaryzacjach.

Analize struktury wykonano w cylindrycznym uktadzie wspétrzednych. Rozmiar siatki
wynosit odpowiednio 35, 50 i 40 oczek w kierunku p, ¢ i 2z, co daje wyjsciowy rozmiar pro-
blemu okoto 210 tysiecy zmiennych. Analiza takiego problemu w dziedzinie czestotliwosci
trwata okolo 1 godziny i 40 minut, przy zastosowaniu algorytmu JCCG [4]. Z uwagi na
fakt, ze struktura charakteryzuje sie relatywnie duzymi jednorodnymi obszarami, mozliwe
jest zastosowanie funkcji bazowych stosowanych w technice PEE. Analize hybrydows wy-
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konano stosujac rozwiniecia funkcyjne dla p < 2/3r . Wewnetrzny walec p < r/3 rzutowano
z uzyciem funkcji harmonicznych w kierunkach z (rzedu 4) i ¢ (rzedu 6). Kolejny obszar,
r/3 < p < 2r/3 zmodyfikowano stosujac rozwiniecia harmoniczne jedynie w kierunku .
Pozostata cze$¢ dziedziny obliczeniowej, zawierajaca spirale byta analizowana z uzyciem
klasycznego sformutowania réznicowego. Dzigki redukeji zaréwno normy jak i rozmiaru
macierzy, symulacja w dziedzinie czestotliwosci zostata przyspieszona dwudziestokrotnie -
zamiast godziny i 40 minut trwala okoto 5 minut. Réwnolegle zostata wykonana symulacja
czasowa. W tym przypadku przyspieszenie zwigzane z zastosowaniem rozwinie¢ wynosito
okoto 12, czyli czas symulacji zmniejszyt sie z okoto godziny réwniez do 5 minut. Szczegoto-
we parametry symulacji przedstawiono w tabeli 4.17. Czestotliwosci rezonansowe uzyskane
w analizie FDTD i hybrydowej sg praktycznie identyczne, réznig si¢ bowiem ponizej 0.1%.
W literaturze nie jest podana dokltadna wartos¢ czestotliwosci rezonansowej, autorzy je-
dynie wspominaja, ze pierwszy podwojny rezonans pojawia sie dla czestotliwosci okoto
1.7 GHz. W symulacjach opisanych w niniejszej pracy interesujace czestotliwosci wynosza
okoto 1.8GHz. Wyniki zweryfikowano powtarzajac symulacje z wykorzystaniem pakietu
QuickWave. Wyniki wszystkich symulacji, zestawione w tabeli 4.16, cho¢ poréwnywalne,
znacznie réznig si¢ miedzy soba. Przyczyn rozbieznosci nalezy szuka¢ w aproksymacji spi-
rali. Przeprowadzone dodatkowo testy wskazujg, ze czestotliwo$ci rezonansowe sg bardzo
wrazliwe na zmian¢ geometrii przewodu.

TABELA 4.16: Czestotliwosci rezonansowe uzyskane dla analiz: FDFD, hybrydowej PEE-
FDFD oraz w symulatorze QuickWave.

3D FDFD | PEE FDFD | blad [%] | QW

1.1478 1.1475 0.028798
1.6482 1.6478 0.022182
1.7654 1.7653 0.0087250 | 1.72
1.8568 1.8565 0.013423
1.8744 1.8744 0.0013606 | 1.88
2.0212 2.0206 0.028729 | 2.01
2.2045 2.2037 0.034043 | 2.41

TABELA 4.17: Parametry symulacji rezonatora obcigzonego spiralg metalowa. Poréwnanie
parametréw symulacji w dziedzinie czestotliwosci i czasu.

Rozmiar macierzy 202K 72K
Elementéw niezerowych 2.54M 940K
Norma macierzy 4.05e26 | 1.5e25

Liczba mnozen macierz - wektor przy

. . 60000 9500
rozwigzywaniu problemu wtasnego
czas rozwiazania 1h40min | 5min
At 8.93e-14 | 4.6e-13

it/s ( w metodzie czasowej) 100 260
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(a) (b)

RYSUNEK 4.17: Rozktady pola E, dla rezonanséw 1.85 GHz (a) oraz 1.87 GHz (b)

4.5.2 Zamknieta linia TW'T na bazie linii spiralnej - badanie cha-
rakterystyki dyspersyjnej

Linie transmisyjne o charakterze periodycznym znajduja szerokie zastosowanie miedzy
innymi w konstrukeji wzmacniaczy z fala biezaca [43,44,110]. Wykorzystuje sie tam zjawisko
znacznego spowolnienia predkosci fali, co pozwala na interakcje pola elektromagnetyczne-
go z wiagzka elektronowa. Jedng z typowych struktur prowadzgcych wykorzystywanych w
takich wzmacniaczach jest wtasnie linia helikalna. Ponizej omowiony jest przyktad wyzna-
czenia predkosci propagacji sygnatu w linii ztozonej z pojedynczej spirali umocowanej na
trzech podporach z tlenku berylu o parametrach elektrycznych €, = 6.8, tgd = le—2. Szkic
rozwazanej linii przedstawiono na rys. 4.19. Wymiary struktury zebrano w tabeli (4.18).
Aby znalez¢ charakterystyke dyspersyjng konieczne byto dwukrotne wykonanie analizy dla
linii o réznych dlugosciach. Ekstrakcja charakterystyki dyspersyjnej przebiegata w naste-
pujacych krokach [120] (por. rys. 4.18):

e Obliczenie macierzy rozproszenia i transmisji krotkiego odcinka kalibracyjnego
Ty =TTy

e Obliczenia macierzy rozproszenia i transmisji struktury z dtuga linia
Tl = TplTTWTTp2

e Wyznaczenie macierzy transmisji srodkowego odcinka linii,
-1 -1
Trwro =TT, = TpuTrwr Ty

e Macierz Trwro i poszukiwana Ty sa podobne, tj. maja te same wartodci wtla-
sne réwne e™%0. gdzie v jest poszukiwang stala propagacji struktury a z, dtugoscia
symulowanego odcinka.

Wyznaczenie parametréw rozproszenia wymagato zatem przeprowadzenia dwoéch sy-
mulacji - kalibracyjnej i wtasciwej. W obu przypadkach wybrano siatke o rozdzielczosci
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RYSUNEK 4.18: Konfiguracja kalibracyjna (u géry) i pomiarowa
(u dotu) do obliczania wspétczynnika propagacji linii TWT.

RYSUNEK 4.19: Szkic struktury prowadzacej z linig helikalna. Wy-
miary struktury zebrano w tabeli 4.18.

25.4e — 6mm w kierunku p i z oraz 51 oczek w kierunku . Dhugosci struktur wynosity
odpowiednio 110 i 170 oczek, w tym po 20 warstw z kazdej strony zajmowata linia kon-
centryczna, z ktorej struktura byta pobudzana. Poréwnanie parametréow i czasu symulacji
znajduje sie w tabeli (4.19). Uzycie funkcji harmonicznych w analizie hybrydowej, jako
dajacych najwieksze przyspieszenie, byto mozliwe tylko w srodkowej czesci dziedziny. Uzy-
skano dzieki temu 5 krotne wydtuzenie kroku czasowego. Problem duzych jednorodnych
obszaréw pomiedzy spiralg a pokryciem zewnetrznych rozwigzano uzywajac dwuwymiaro-
wych funkcji wielomianowych w plaszczyznie pz. Zastosowano funkcje o nosniku réwnym
5 w obu kierunkach, dzieki czemu kazde 25 zmiennych siatki tta byto reprezentowane przez
4 funkcje bazowe. Modyfikowane obszary dziedziny widoczne sg na rysunku 4.20.
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Ze wzgledu na dtuga odpowiedz impulsowa, konieczne byto wykonanie okoto 100 tysiecy
iteracji w przypadku analizy hybrydowej i prawie 500 tysiecy w przypadku analizy FDTD.
Zatem ogolny czas symulacji z uzyciem analizy hybrydowej wynosit 2 godziny, natomiast
analiza FDTD trwata nieco ponad 10 godzin. Uzyskane charakterystyki dyspersyjne byty
prawie identyczne.

RYSUNEK 4.20: Podziat dziedziny na podobszary. Na czerwono
zaznaczono obszary modyfikowane: wewnetrzny obszar PEE, oraz
obszary zewnetrzne, gdzie zdefiniowano rozwiniecia wielomianowe.

TABELA 4.18: Wymiary struktury przedstawionej na rys. 4.19

Srednica catkowita 2.79mm
Zewnetrzna Srednica spirali 1.168mm
Wewnetrzna srednica spirali 0.965mm

Wymiary przewodu wewnetrznego 0.1016mm x 0.2032mm
Wymiary supportow dielektrycznych 0.08mm x 0.97
Skok spirali 1.066mm

4.5.3 Przyktadowa analiza linii zasilajgcej rozrusznik serca

Przyktady analiz struktur zawierajacych linie spiralne stanowity wstep do symulacji linii
zasilajacej rozruszniki serca. Poprzednie analizy mialy na celu zweryfikowanie poprawno-
Sci kodu oraz metodologii obliczen. Badane byly struktury zbudowane na bazie podwojnej
linii spiralnej. Szkic przyktadowej linii widoczny jest na rys. 4.1. Symulacje prowadzono
przy wspéltpracy z firma Medtronic Inc. [86,87]. Analiza elektromagnetyczna byla jednym
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TABELA 4.19: Parametry 4 symulacji linii TWT. Poréwnano symulacje metoda FDTD
i hybrydowa (HFDTD) dla linii o dtugosci 110 i 170 oczek siatki.

| FDTD 170 | FDTD 110 | HFDTD 170 | HFDTD 110

Rozmiar || 1.25M [ 724K 0.79 0.48
nnz 4.8M 2.8 3.57 2.12
it/s 16.7 27.5 22.5 37
At 4.71e-15 4.71e-15 1.82e-14 1.82e-14
Czas symulacji || 6h 40min 4h 74min 45min
—— FDTD
o8 —— HFDTD il
L [ =~ MM
> =~ = = pomiar
012, z‘t 2; é \ 1‘2 1‘4 1‘6 1‘8 20

10
f [GHz]

RYSUNEK 4.21: Unormowana stata propagacji prowadnicy z linia
spiralng, poréwnana z wynikami eksperymentalnymi i obliczonymi
Metoda Dopasowania Rodzajéw (MM) [110]

z elementéw wigkszego projektu, na ktory sktadaty sie badania eksperymentalne, budowa
modeli obwodowych i dyskutowana ponizej analiza petlnofalowa. Celem catego projektu
byto okreslenie wplywu zewnetrznego pola elektromagnetycznego o niskiej czestotliwodci,
wzbudzanego podczas badania metoda rezonansu magnetycznego (MRI) na pole wewnatrz
linii [86,87]. Z kolei symulacja elektromagnetyczna miata na celu wyznaczenie parame-
tréw propagacji oraz sprzezenia z polem zewnetrznym. Przyktadows strukture, zblizona do
testowanych w [87], zdefiniowano nastepujaco:

e Spirala wewnetrzna: promien wewnetrzny: 0.25mm, zewnetrzny 0.45mm, skok 0.45mm
i przeswit 0.05mm.

e Spirala zewnetrzna: promien wewnetrzny: 0.675mm, zewnetrzny 0.9mm, skok 1.075mm
i przeswit 0.325mm.

o Wewnetrzny dielektryk - przenikalnos¢ wzgledna e, = 4, szczelnie wypelnia przestrzen
miedzy spiralami.

e Dielektryk zewnetrzny, pierscien o grubosci 0.15mm, przylegajacy do zewnetrznej
spirali.
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RYSUNEK 4.22: Szkic analizowanej spirali. Widoczne s3 metalo-
we linie helikalne, oraz supporty dielektryczne (zaznaczone na nie-

biesko). Kolorem zéttym zaznaczono zewnetrzna warstwe bedaca
tkanka miesniowa.

Taki uktad umieszczony jest wewnatrz tkanki miesniowej. Jej parametry elektryczne zato-
zono jako e, = 90, 0 = 0.75, natomiast grubos¢ 0.2mm. Duza stratno$¢ materiatu pozwolita
zrezygnowaé¢ z warunkow absorpcyjnych na brzegu dziedziny.

Struktura zostata zdyskretyzowana przy pomocy siatki réznicowej 50 na 50 oczek w prze-
kroju poprzecznym i 1660 oczek wzdtuz kierunku propagacji. Rozmiar oczka byt réwny
25pum zaréowno w kierunku p jak i z. Obszar o dtugosci 80 oczek z kazdej strony stanowi-
ty porty w postaci linii koncentrycznej. Wtasciwa spirala miata zatem dtugosé¢ 1500 oczek,
czyli 3.75cm. Dla pobudzenia o czestotliwo$ci 64MHz, zaktadajac v/c okoto 7 (oszacowana)
daje to dtugosé¢ elektryczna prawie 20°. Warto zwroci¢ uwage, ze tak zdefiniowana siatka
ma w przyblizeniu 27000 weztow na dlugosé fali. Zdefiniowanie tak dtugiej struktury byto
konieczne, aby mozliwe byto zaobserwowanie zmiany fazy sygnatu, konieczne do ekstrak-
cji stalej propagacji, a takze aby zminimalizowa¢ wplyw nieciggltosci na styku port-linia.
W opisanej konfiguracji czysta analiza FDTD jest praktycznie niewykonalna. Do poprawy
wydajnosci uzyto jednoczesnie dwoch technik: rozwinie¢ funkcyjnych oraz innego sposobu
ekstrakeji stanu ustalonego [123].

Ekstrakcja stanu ustalonego

Niezbedne do obliczenia poszukiwanych parametréw linii sg amplitudy zespolone pol
w wybranych przekrojach. Przy ustalonej czestotliwosci pobudzenia i statej At wynikajacej
z gestosci siatki na jeden okres pobudzenia przypada ponad 400 tysiecy iteracji. Jednocze-
$nie stan ustalony struktura osiaga po okoto 1/5 okresu fali pobudzajacej, co widoczne jest
na rys. 4.23. Z tego powodu zamiast zastosowa¢ typowa technike ekstrakeji amplitud zespo-
lonych w drodze dyskretnej transformaty Fouriera, zdecydowano sie uzy¢ metoda opisanej
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RYSUNEK 4.23: Wykres wartosci chwilowej prébki pola elektrycz-
nego w porcie wyjsciowym w funkcji liczby iteracji (linia czerwo-
na). Na niebiesko zaznaczono ekstrapolowana odpowiedz w stanie
ustalonym, otrzymang poprzez analize FFT na sygnale o dtugosci
rownej 10 okresom pobudzenia. Widaé, ze oba przebiegi pokrywaja
sie poczawszy od okofo 1/5 okresu. Wykreslone przebiegi zostaty
zdecymowane w stosunku 1:50.

w [123]. W stanie ustalonym, w dowolnym punkcie siatki sygnal ma postacé
s(t) = Acos(wt + ¢o) (4.3)

gdzie w jest znane, nie jest natomiast znana amplituda A i faza . Obie wielkosci mozna
znalez¢ rozwigzujac rownanie nieliniowe

A cos(wty + o) = s(to) (4.4a)
Acos(wty + o) = s(t) (4.4Db)

Na podstawie probek czasowych sygnatu s(ty) i s(¢1) i znajac ich wzajemna odlegtosé (w
czasie) mozna obliczy¢ amplitudy zespolone pél w interesujacych miejscach. Dla potrzeb
ekstrakcji statej propagacji oraz poziomu sprzezenia czeSci wewnetrznej i zewnetrznej li-
nii obliczono amplitudy zespolone wzdtuz calej prowadnicy, zaréwno pomiedzy spiralami,
jak 1 w poblizu zewnetrznej granicy dziedziny. Punkty czasowe tak dobrano, ze réznica
w fazie miedzy s(to) i s(t;) wynosita 60 stopni. W ten sposéb liczba wykonanych iteracji
odpowiadata analizie przez okoto 1/4 okresu fali pobudzajacej.

Analiza hybrydowa

Rozwinigcia harmoniczne w liczbie 5 funkcji w kierunku ¢ zastosowano dla punktow
p < TAp, obszaru wewnatrz spirali 20Ap < p < 24Ap oraz czesci zewnetrznej p > 40Ap.
W ten sposéb niezmodyfikowana warstwa buforowa miedzy spiralami a obszarem rozwinieé¢
miata grubos$é okoto 3 warstw. Taka konfiguracja pozwolita dwukrotnie zredukowaé liczbe
zmiennych i pieciokrotnie wydtuzy¢ krok czasowy. Warto zwrdci¢ uwage, ze sam proces
generowania macierzy wymagal zastosowania dedykowanych procedur pisanych w jezykach
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RYSUNEK 4.24: Amplituda (a) i faza pola wzdtuz prowadnicy (b). Na niebiesko zaznaczono skfadowa
E,, natomiast HQP na czerwono.

kompilowanych. Przy takich rozmiarach problemu wyjsciowego macierz projekcyjna zaj-
muje w pamieci RAM okoto 400MB. Jawne zdefiniowanie dwoch takich macierzy - dla
pola elektrycznego i magnetycznego oraz jednoczesnie trojwymiarowego operatora réznico-
wego wymagaloby uzycia ogromnych zasobéw na etapie przygotowania symulacji. Dzieki
wykorzystaniu czedciowej (istnienie spirali sprawia, ze struktura nie daje si¢ podzieli¢ na
identyczne fragmenty) powtarzalnosci struktury i napisania wiekszosci procedur w jezyku
C++ udalo si¢ realizowaé¢ te wymagajaca operacje na komputerze PC z pamigciag 1GB.
Calkowity czas przygotowania symulacji FDTD wynosit okoto 15 minut.

Wykonano takze druga analize, zmniejszajac liczbe funkcji w rozwijanych obszarach
do jednej, co byto réwnowazne wymuszeniu zerowej zmiennosci katowej pol w rozwijanych
obszarach. Jak wida¢, ograniczenie to nie wptyneto radykalnie na wyznaczong statg propa-
gacji, natomiast dwukrotnie przyspieszyto analize. Sformutowanie takie powoduje jednak
znaczng nieciggtosé pola na granicy PEE-FDTD zwigzang ze zwarciem wyzszych rodzajow.
Na rysunku 4.25 poréwnano wykresy pél dla obu przypadkow.

TABELA 4.20: Parametry symulacji linii z zastosowaniem réznej liczby funkcji bazowych
w rozwijanych obszarach

| 1funkcja |5 funkcji|  FDTD
Rozmiar problemu 6.46M 6.85M 11.3M
Elementy niezerowe macierzy 13.6M 1™ 32M
it/s 4.04 3.3 2
At 4.17e-14 2.91e-14 4.29e-15
Liczba wykonanych iteracji 82K 120K 800K
Czas symulacji 5godz. 40min | 10godz | 4 dni 15 godz.
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Ekstrakcja stalej propagacji

Do ekstrakeji stalej propagacji wykorzystano algorytm opisany w [34], zmodyfikowany
na potrzeby struktury quasi-periodycznej. Wiadomo [20], ze w strukturze periodycznej
amplituda rozchodzgcej sie fali moze zostaé opisana zaleznoscia

F(2) = A% o (2%7? (4.5)

gdzie D jest okresem struktury. Kazdy element szeregu (4.5) nazywany jest tzw. modem
Floquet’a. Z punktu widzenia omawianej analizy istotne sg dwa fakty: po pierwsze - dla
odlegltosci rownej okresowi struktury mozna pominaé wplyw szeregu. Po drugie: srednia
wartos¢ szeregu rowna jest zeru, czyli dla odpowiednio dtugiej struktury mozna otrzymac ~
poprzez usrednienie lokalnie wyznaczonych statych propagacji. W rozwazanym przypadku
struktura nie byta okresowa, zatem trudno bylo wyodrebnié¢ potozenia dla ktérych byt
spelniony pierwszy z warunkéw. Wykorzystano jednak druga zaleznosé. Stata propagacji
wyznaczono lokalnie korzystajac z zaleznosci [34]

dE(z) dH(z)
&= _dz (4.6)

Zatozono, ze wartosé¢ srednia tak wyznaczonego v bedzie zblizona do szukanej statej pro-
pagacji. Jako E(z) i H(z) wykorzystano amplitudy zespolone pdl elektrycznego i magne-
tycznego. Wykres czesci urojonej v, uérednionej na diugosci 100 prébek, wykreslono na
rys. 4.26. Porownano tam rozwiazania dwéch symulacji: z 5 funkcjami w obszarach PEE
bazowymi oraz tylko z jedna. Ograniczenie przestrzeni rozwiazan w kierunku ¢ do 1 funk-
¢ji oznaczato wymuszenie braku zmiennosci katowej pél w modyfikowanych obszarach. Jak
widac¢ na rys. 4.26 réznice w wyznaczonej statej propagacji sg niewielkie, jednak wyraZznie
widaé tendencje malejaca . Powodem takiego zachowania sie charakterystyki moze by¢
wzbudzanie wigckszej ilosci rodzajow, ktore sg thumione wraz z odlegtoscia.

Podsumowanie

W przedstawiony sposdb przeprowadzono calg serie symulacji podobnych struktur. Uzy-
skane wyniki pozwalaly wyznacza¢ pozostate parametry elektryczne. Przeprowadzone po-
miary pozytywnie weryfikuja wyniki przeprowadzonych symulacji [86]. Nalezy podkreslié,
ze przy takich rozmiarach problemu ogromne znaczenie odgrywaja szczegoty implementa-
cyjne. W szczegdlnosci caty napisany kod nastawiony jest na optymalizacje zuzycia pamieci
w fazie preprocessingu, co praktycznie wyklucza mozliwosé uzycia srodowiska MATLAB.
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RYSUNEK 4.25: Rozktady pola uzyskane w przypadku zastosowania 1 (a) i 5 funkcji bazowych (b).
Wyraznie widoczne s3 nieciggtosci w obszarze pomiedzy spiralami.
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RYSUNEK 4.26: Stata propagacji wyznaczo- RYSUNEK 4.27: Amplituda pola E. we-
na wzdtuz struktury na podstawie £, i H,. Li- wnatrz (na czerwono) i na zewnatrz spirali (na
nig przerywang zaznaczono 3 wyznaczone dla czarno).

analizy z uwzglednieniem tylko 1 rodzaju po-
miedzy spiralami.
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RYSUNEK 4.28: Catkowite pole E, w przekroju poprzecznym spi-
rali. Dtugo$¢ pokazanego fragmentu jest réwna 500 oczek.






Rozdzial 5

Podsumowanie

W pracy przedstawiono koncepcje zastosowania projekcji Rayleigha-Ritza w przestrze-
ni R" do redukcji rozmiaru i zwiekszenia wydajnosci rozwigzywania probleméw elektro-
dynamicznych zdyskretyzowanych przy pomocy Metody Roznic Skonczonych. Kluczowym
elementem opisanych rozwigzan jest tworzenie podprzestrzeni projekcyjnych, w oparciu o
znane a priori wlasnosci rozwiazania. Od podprzestrzeni tych wymaga si¢ nie tylko do-
brego przyblizania szukanych wielkosci elektromagnetycznych, co sie przejawia w redukcji
rozmiaru problemu. Rzutowanie operatora na podprzestrzen wplywa na wiele czynnikéw
zwiazanych z wydajnoscia, takich jak norma czy gesto$¢ macierzy. Praktyczna realizacja
algorytmow dyskretnej projekcji wymagata prac zaréwno na ptaszczyznie matematyczne;j
jak i implementacyjnej.

Wykorzystanie techniki Rayleigha-Ritza do rzutowania operatoréw i bardzo przejrzysty
sposob tworzenia podprzestrzeni rzutowych gwarantuje, ze zastosowane sformutowania nie
pogarszaja uniwersalno$ci metody. W szczegdlnosci uzyskano bardzo przejrzysta definicje
metod hybrydowych jednoczesnie z zagwarantowaniem ich stabilnosci. Zmiana reprezentacji
pol elektromagnetycznych w okreslonych rejonach dziedziny, pozwala dodatkowo efektywnie
ekstrahowa¢ takie wielkosci jak amplitudy wybranych modéw bez koniecznosci postproces-
singu i dodatkowego narzutu obliczeniowego, co z kolei umozliwia wydajng implementacje
warunkéw brzegowych bazujacych na rozwiazaniach analitycznych. W pracy udowodniono
przytoczone we wstepie tezy:

e Zademonstrowano mozliwo$¢ wykorzystania znanych cech rozwiazania do konstrukcji
przestrzeni rzutowych. Wykorzystano wektory bazowe zbudowane w oparciu o probki
funkcji harmonicznych, co pozwolito odtworzy¢ metode PEE w dziedzinie dyskretne;j.
Pokazano takze wydajne metody efektywnego rozrzedzania siatki w jednorodnych
rejonach w oparciu o prébki wielomianéw Legendre’a. Innym przyktadem wykorzy-
stania znanych a priori cech rozwigzania byta budowa rozwinie¢ modowych w celu
zastosowania analitycznych warunkéw brzegowych.

e Liczne przyktady stosowania techniki PEE w przestrzeni dyskretnej a takze wielo-
mianéw Legendre’a pokazuja, ze poprawa wydajnosci nie musi odbywaé si¢ kosztem
doktadnosci, przynajmniej w strukturach o pewnej jednorodnosci lub symetrii.

e Formalizm dyskretnej projekcji wykorzystano jako ogélne ramy do tworzenia algoryt-
méw hybrydowych. Zademonstrowano tgczenie dziedziny FD z rozwinieciami falko-
wymi, PEE a takze innymi, arbitralnie dobranymi funkcjami.
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Proponowane kierunki rozwoju

Do wazniejszych elementéw wymagajacych dopracowania nalezy warstwa implementa-
cyjna oraz analiza problemow zwigzanych z technikami rownowaznymi do subgriddingu.

Subgridding

Istnieje wiele algorytmow taczenia siatek o roznych gestosciach w ramach jednej dzie-
dziny obliczeniowej. Formalizm rzutowy, zaproponowany w niniejszej pracy wydaje si¢ na-
turalnym spoiwem taczacym rézne techniki subgriddingu, szczegdlnie, ze gwarantowana
jest stabilno$¢ tak utworzonego algorytmu. Dotychczasowe wyniki nie sg jednak w pelni
zadowalajace. Rozwigzania problemu mogtaby dostarczy¢ analiza rzutowania w przestrzeni
ciagtej, w podobny bowiem sposéb rozwigzano zagadnienie rzutowania operatora drugiego
rzedu prowadzace do rozrzedzenia siatki. Kwestia ta pozostaje na razie otwarta.

Zagadnienia implementacyjne

Zdefiniowanie otwartego algorytmu FDTD do postaci macierzowej powoduje okoto 2
krotny spadek wydajnosci. Z implementacyjnego punktu widzenia, uzycie klasycznego sfor-
mutowania FDTD wymaga 5 operacji zmiennoprzecinkowych i 5 odwotan do pamieci na
jedna zmienna. Ta sama operacja zapisana w formie macierzy wymaga 7 operacji zmien-
noprzecinkowych i az 8 odwotan do pamieci. Zatem zastosowanie metod projekcji, musi
da¢ przyspieszenie co najmniej dwukrotne aby skompensowaé straty zwigzane macierzowy
zapis problemu. Dodatkowo, zmniejszaniu rozmiaru macierzy czesto towarzyszy jej gestnie-
nie. Liczba niezerowych elementoéw macierzy ma bezposredni zwiazek z czasem pojedynczej
operacji mnozenia macierz-wektor. Dlatego wymaga si¢ od macierzy projekcyjnych zaréwno
dobrego przyblizenia rozwiazania jak i budowy, ktéra powoduje mozliwie najrzadsza ma-
cierz po projekcji. Problemy te sa mniej widoczne przy analizie w dziedzinie czestotliwodci,
w szczegolnodei zagadnien wiasnych, gdzie rozmiar macierzy znacznie bardziej wplywa na
czas obliczen niz jej gestosé.

Problemy wydajnosciowe byty gléwna przyczyna rezygnacji, czy przynajmniej ograni-
czenia wykorzystania $rodowiska MATLAB na korzys¢ jezykow kompilowanych. Nadmie-
nic¢ tez nalezy, ze trwajg prace dotyczace poprawy wydajnosci obliczeniowej sformutowania
macierzowego, bazujace na wtasnosdciach macierzy powstatych wskutek zastosowania omo-
wionych metod.
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