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WYBRANE DEFINICJE I TWIERDZENIA

TWIERDZENIE

Dla istnienia granicy zlirgjl f(z) = g potrzeba i wystarcza, zeby istniala granica lewostronna i
—Z0

prawostronna i zeby byty one réwne

lim f(x)= lim flz)=g.

TTy Ty

DEFINICJA (ciggtosé funkcji w punkcie)
Niech 2y € R oraz niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu O(zy). Funkcja

f jest ciagta w punkcie xy wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(x) = f(zo) -

T—x0

UWwWAGA

Nieciagltosé funkeji mozna badaé jedynie w punktach nalezacych do jej dziedziny.

DEFINICJA

e Funkcja f ma w punkcie zy nieciagto$é¢ pierwszego rodzaju, jezeli

lim f(x) # f(xo)

lub
lim+ f(l') 7& f(l'[)) )

[L'—?fEO
a granice te istnieja i sg skonczone.
Moze by¢ to niecigglto$¢ typu ”skok”:
lim f(z) # lim f(z),
T—T( x%xar

lub typu "luka”:
lim f(z) = lim f(z) # f(zo)

{L'*)"EO [L'—KEO

e Funkcja f ma w punkcie xg nieciggtos¢ drugiego rodzaju, jezeli co najmniej jedna z granic

lim f(z), lim f () nie istnieje lub jest niewlasciwa.

Z‘—>.Z’0 $—>ZE0
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TWIERDZENIE

Jesli funkcje f i g maja granice wlasciwe w punkcie xg, to

e lim (f(z)£g(x)) = lim f(x)+ lim g(z),

T—T( T—x0 T—T0

e lim(c- f(z))=c-(lim f(z)), gdzie c € R,

T—2X0 T—T0
o Jim (f(2)-g(x)) = (Jim f(x)) - (lim g(x)),
" lim f(z)
. o Tr—XT0 . .
o wlgl;g o)~ Tm @)’ o ile lenQO g(x) #0.
Tr—T0
TWIERDZENIE

Jesli funkcje f, g i h spelniaja warunki:
o f(z) < g(z) < h(x) dla kazdego = € S(xy) ,

e lim f(z)= lim h(z) =p,

T—xQ T—T0

to lim g(x) =p.

T—xo

TWIERDZENIE .
1
lim (1 + ) =e;
Tr—00 x
1 X
lim |14+ — =e
r——00 x
UWAGA

TWIERDZENIE( Weierstrassa o ograniczonosci funkcji ciggley)
Jezeli funkcja f jest okreslona i ciggla na przedziale domknietym < a,b >, to jest na nim

ograniczona.

UWAGA

1
Funkcja ciagla na przedziale otwartym nie musi by¢ na nim ograniczona - np. f(z) = — na
x

przedziale x € (0, 1).
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TWIERDZENIE(o osigganiu kreséw)
Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale domknietym < a,b >, to osiaga ona w tym przedziale

swoj kres gérny i dolny.

Inaczej - w przedziale domknietym < a, b > istnieja takie punkty x = x1 oraz x = x5, ze wartosci

f(z1) 1 f(z2) sa odpowiednio najwieksza i najmniejsza z wartosci funkeji f(z) w tym przedziale.

UwAGA
Zaltozenie o ciaglosci funkcji f jest istotne. Rozpatrzmy funkcje f(x) =z — [z] ([x] - czesé cal-
kowita z), ktéra nie jest ciagta na przedziale < 0,1 >. Jest ona ograniczona na tym przedziale,

a nie osiaga wartosci najwicksze;j.

o
=

TWIERDZENIE (o przyjmowaniu wartosci posrednich)
Jezeli funkcja f jest ciagla na przedziale < a,b > oraz spelnia warunek f(a) # f(b), to dla
kazdego w € (f(a), f(b)) istnieje takie ¢ € (a,b), ze
fle)=w.
TWIERDZENIE (o miejscach zerowych funkciji)
Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale < a,b > oraz spelia warunek f(a) - f(b) < 0, to
istnieje punkt ¢ € (a,b) taki, ze
fle)=0.
UWAGA

Jezeli funkcja jest dodatkowo $cisle monotoniczna (tzn. rosngca na calym przedziale lub male-

jaca na calym przedziale), to punkt ¢ jest okreslony jednoznacznie.

TWIERDZENIE (o lokalnym zachowaniu znaku)
Jezeli funkcja f jest ciaglta w punkcie z = xy 1 wartosé¢ f(zg) jest rézna od 0, to dla wszystkich
argumentow x dostatecznie bliskich xy funkcja f(x) zachowuje taki sam znak, jaki ma w punkcie

Zg-



